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Глава 1

Интегрирование

1.1 Первообразная

1.1.1 Задача

. П усть на (a, b) задана f : (a, b) → R и требуется найти F (x) : (a, b) → R,
причём F — непрерывна и дифференцируема, где ∀x ∈ (a, b) : F ′(x) =
f(x).

ОПР 1.1.2 (Точной первообразной).

Если функция F — существует для задачи, то она называется точной пер-
вообразной для функции f .

Пример 1.1.3.

. Пусть

f(x) = sgnx =







1, x > 0;
0, x = 0;
−1, x < 0.

,

и предположим, что существует первообразная на R, обозначим за F (x).

. Тогда

◦ При x > 0 — рассмотрим F (x)−F (0) =(теорема Лагранжа) F
′(ξ) ·x, ξ ∈

(0, x) ⇒ f(ξ) · x = F (x) − F (0) ⇒ F (x) = x+ F (0).

◦ При x < 0: F (x) = −x + F (0) ⇒ F (x) = |x| + F (0), тогда F (x) —
непрерывна, но не дифференцируема в нуле.
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ОПР 1.1.4 (выполнения в основном).
Будем говорить, что некоторое высказывание P (x), при x ∈ A— выпол-

няется в основном, если множество E = {x| P (x)— не верно}— не более, чем
счётно.

• f — определена в основном на A, если множество M ⊂ A : f не опреде-
лена на M — не более, чем счётно.

• f — непрерывна в основном на A ⊆ R, если f — непрерывна на A r M,
причём M — не более, чем счётно.

• f — дифференцируема в основном на множестве A ⊆ R, если множе-
ство M , где f ′(x) не существует ∀x ∈M — не более, чем счётно.

ОПР 1.1.5 (обобщённой первообразной).
Функция F : (a, b) → R, определённая всюду называется обобщённой пер-

вообразной для функции f : (a, b) → R, если выполняется:

• F — непрерывна на (a, b);

• F — дифференцируема в основном;

• F ′(x) = f(x) — в основном.

ОПР 1.1.6 (интегрируемости).
Будем говорить, что f — интегрируема на 〈a, b〉, если f — определена на

〈a, b〉 и существует обобщённая первообразная F на 〈a, b〉.

Пример

• Функция sgnx— интегрируема на R, причём |x| для неё первообразная;

• f(x) = sgn (sinx) · cosx, x ∈ R, т.к. x = π · n, n ∈ Z — счётно ⇒
⇒ F (x) = | sinx|;

• Функция Дирихле: d(x) =

{
0, x— иррациональный;
1, x— рациональный.

.

Лемма 1.1.7 (Об единственности первообразной).

. Пусть

f — интегрируема на (a, b) и F — её первообразная на (a, b); g — опре-
делена на (a, b) и g(x) = f(x) — в основном.

. Тогда

F — первообразная для g на (a, b).

. Доказательство.
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◦ Пусть

E1 = {x ∈ (a, b)| F ′(x)— не определена},
E2 = {x ∈ (a, b)| f(x) 6= g(x)},

тогда E1 — счётно из определения первообразной, E2 — счётно из опр
g(x) 6= f(x).

◦ Пусть E = E1 ∪ E2 — счётно по определению и x ∈ (a, b) r E, тогда
F ′(x) = f(x) = g(x) ⇒ F ′(x) = g(x) на (a, b) r E ⇒ F — первообраз-
ная для g ⇒ g— интегрируема.

Теорема 1.1.8 (Линейность первообразной).

. Пусть

f и g— интегрируемы на (a, b); существуют F и G— первообразные
для f и g соответственно.

. Тогда

∀λ, µ ∈ R : h = λ · f +µ · g— интегрируема на (a, b) и H = λ ·F +µ ·G—
первообразная для функции h.

. Доказательство.

◦ Пусть E1 = (a, b) r {x ∈ (a, b)| F ′(x) = f(x)}, а E2 = (a, b) r

{x| G′(x) = g(x)}, тогда E1 и E2 — счётны.

◦ E = E1 ∪E2 - счётное, тогда ∀x ∈ (a, b) rE : H ′ = λ ·F ′ +µ ·G′ = λ ·
· f + µ · g =по опр. h⇒ H — первообразная.

Теорема 1.1.9 (Интегрирование по частям).

. F ′ = f,G′ = g ⇒ (F ·G)′ = F ′ ·G+G′ · F = f ·G+ g · F — упражнение на
экзамен.

Теорема 1.1.10 (Уточнённый критерий монотонности).

. Пусть

f : 〈a, b〉 → R, f — непрерывна и дифференцируема в основном, при-
чём существует не более, чем счётное множество E ⊆ 〈a, b〉 : ∀x ∈ (a, b) r

E : f ′(x) > 0.
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. Тогда

f — монотонно возрастает.

. Доказательство.

◦ Из определения первообразной и теоремы о характеризации моно-
тонных функций прошлого семестра.

Следствие 1.1.11.

1. Если f ′(x) > 0 — в основном и f — непрерывна, то f — возрастает;

2. Если f ′(x) = 0 — в основном и f — непрерывна, то f — постоянна;

3. Если f(x) = g(x) — в основном и f(x), g(x) — непрерывны на (a, b), то
F −G = const.

ОПР 1.1.12 (Неопределённого интеграла).
Пусть f — интегрируема на (a, b), f — функция; пусть [F (x)] — множе-

ство всех первообразных функции f , тогда
∫
f(x) dx = [F (x)] называется

неопределённым интегралом.
Если F (x) — первообразная f(x) на (a, b), то любая другая первообразная

имеет вид F (x) + C, где C — константа (следует из леммы 1.1.7).

Следствие 1.1.13.

. Пусть

f — интегрируема на [a, b], F — первообразная.

. Тогда

F (b) − F (a) — не зависит от первообразной.

. Доказательство.

◦ Пусть F1 — первообразная, тогда F1(x) = F (x)+C, т.е. F1(b)−F1(a) =
F (b) − C − F (a) + C = F (b) − F (a).

ОПР 1.1.14 (Определённого интеграла).

Пусть f — интегрируема на [a, b], тогда
∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a) — назы-

вается определённым интегралом, где F — первообразная.
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ОПР 1.1.15 (Площади).
Пусть в R2 определено некоторое отображение µ2(S), которое всякому

подмножеству из R2 сопоставляет положительное число:

• Если прямоугольник (�), то µ2(�) = |b− a| · |d− c|;

• Если S1 ⊆ S2, то µ2(S1) 6 µ2(S2);

• Если S1 ∩ S2 = ∅, то µ2(S1 ∪ S2) = µ2(S1) + µ2(S2).

a b
c

d

ОПР 1.1.16 (Криволинейной трапеции).
Пусть [a, b] ⊆ R, f : (a, b) → R. Определим Wf (p, t) = {(x, y) ∈ R2 x ∈

(p, t), y ∈ (0, f(x))},— где f > 0. Тогда Wf (p, t) — криволинейная трапеция.

Лемма 1.1.17 (Ньютона — связь точной первообразной и площади).

. Пусть

f : [a, b] → R, f — положительная и непрерывная на [a, b].

. Тогда

f — обладает точной первообразной F (x) на [a, b], причём

F (x) = µ2(Wf (a, x))

.

. Доказательство.

◦ Идём с конца: пусть x0 ∈ (a, b), тогда ∀ε > 0: ∃δ > 0: если |x−x0| <
δ, то |f(x) − f(x0)| < ε

2 — следует из непрерывности функции f на
[a, b].

◦ Т.к.

F (x) = µ2(Wf (a, x)) ⇒ F (x) − F (x0) =

= µ2(Wf (a, x)) − µ2(Wf (a, x0)) =

=
[
µ2(Wf (a, x0)) + µ2(Wf (x0, x))

]
− µ2(Wf (a, x0)) =

= µ2(Wf (x0, x)).
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◦ Рассмотрим:

−ε
2
< f(x) − f(x0) <

ε

2
⇒ f(x0) −

ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
⇒

⇒ (x− x0) ·
(

f(x0) −
ε

2

)

6 µ2 (Wf (x0, x)) 6 (x − x0) ·
(

f(x0) +
ε

2

)

⇒

⇒ (x− x0) ·
(

f(x0) −
ε

2

)

6 F (x) − F (x0) 6 (x − x0) ·
(

f(x0) +
ε

2

)

⇒

⇒ (т.к. x < x0) ⇒
(

f(x0) −
ε

2

)

6
F (x) − F (x0)

(x− x0)
6

(

f(x0) +
ε

2

)

⇒

⇒ −ε
2

6
F (x) − F (x0)

(x − x0)
− f(x0) 6

ε

2
⇒

⇒
∣
∣
∣
∣

F (x) − F (x0)

(x− x0)
− f(x0)

∣
∣
∣
∣
6
ε

2
< ε.

◦ Аналогично для случая x0 > x.

◦ Переходя к пределу, при x → x0, ε → 0, получаем, что |F ′(x0) −
f(x0)|| = 0 ⇒ F — первообразная.

Следствие 1.1.18 (Связь первообразной и площади криволинейной трапеции).

. F (b)−F (a), где F — первообразная положительной функции f , является
площадью криволинейной трапеции. Если φ— произвольная функция, то
можно рассмотреть φ+ > 0 и φ− 6 0.

1.2 Методы нахождения неопределённых ин-

тегралов

Пример 1.2.1 (Элементарных функций, не имеющих элементарные первооб-
разные).

sin x
x ; 1√

1+x2
; e−x2

; e−1/x.

Методы нахождения неопределённых интегралов:

1. Надо взять таблицу производных, переставить столбцы и обозвать таб-
лицей интегралов.

2. Из линейности и однородности: если Fi(x) — неопределённый интеграл от
fi(x), т.е.

∫
fi(x) dx = Fi(x) + C; тогда

C +
∑

i

λi · Fi(x) =

∫
∑

i

λi · fi(x) dx.
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3. Замена переменной: если [F (x)] =
∫
f(x) dx, а x = φ(y), то [F (φ(y))] =

∫
f(φ(y)) · φ′(y) dy, т.к. F ′(φ(y)) = F ′

x(x) · φ′(y) и учитывая, что F ′
x(x) =

f(φ(y)).

4. Интегрирование по частям: т.к. (F ·G)
′

= F ′ · G + G′ · F, то F · G =
∫
F ′ ·G dx+

∫
G′ · F dx⇒

∫

F ′ ·G dx = F ·G−
∫

G′ · F dx.

5. Угадывание ответа: например для
∫

sin (αx) · eβx dx :

F (x) = eβx ·G(x) =(ожидается) e
βx · (A · sin (αx) +B · cos (αx)) ,

где A и B — можно найти из F ′(x) = f(x). Так же:
∫
x2 · e2x dx = e2x ·

·
(
A · x2 + b · x+ c

)
.

6. Дробно-рациональных функций: пусть Pn(x) и Qm(x) — два многочлена,

причём degPn = n < m = degQm ⇒ f(x) = Pn(x)
Qm(x) — имеет элементарную

производную.

Теорема 1.2.2 (Первообразная для дробно-рациональных функций).

. Первообразная для дробно-рациональных функций является элементар-
ной функцией.

. Доказательство.

◦ Из алгебры известно, что Q(x) можно разложить:

Q(x) = A0·(x−x1)
r1 ·. . .·(x−xm)rm ·(x2+pq ·x+q1)s1 ·. . .·(x2+pt·x+qt)st ,

где r1+r2+. . .+rm+2·(s1+s2+. . .+st) = degQ; x1, x2, . . . xn — веще-
ственные корни уравнения Q(x) = 0; r1, r2, . . . rm — кратности соот-
ветствующих корней и A0, p1, p2, . . . , pt, q1, q2, . . . , qt — вещественные
числа.
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◦ Преобразуем:

P (x) = u11 ·
Q(x)

(x − x1)1
+ u12 ·

Q(x)

(x− x1)2
+ . . .+ u1r1

· Q(x)

(x− x1)r1
+ . . .+

+um1 ·
Q(x)

(x− xm)1
+ um2 ·

Q(x)

(x− xm)2
+ . . .+ umrm

· Q(x)

(x− xm)rm
+ . . .+

+(v11 · x+ w11) ·
Q(x)

(x2 + p1 · x+ q1)1
+ . . .+

+(v1s1
· x+ w1s1

) · Q(x)

(x2 + p1 · x+ q1)s1
+ . . .+

+(vk1 · x+ wk1) ·
Q(x)

(x2 + pk · x+ qk)1
+ . . .+

+(vksk
· x+ wksk

) · Q(x)

(x2 + pk · x+ qk)sk
=

=

r1∑

α1=1

(

u1α1
· Q(x)

(x− x1)α1

)

+

r2∑

α2=1

(

u2α2
· Q(x)

(x − x2)α2

)

+ . . .+

+

rm∑

αm=1

(

umαm
· Q(x)

(x− xm)αm

)

+

+

s1∑

β1=1

(

(v1β1
· x+ w1β1

) · Q(x)

(x2 + p1 · x+ q1)β1

)

+ . . .+

+

st∑

βt=1

(

(vtβt
· x+ wtβt

) · Q(x)

(x2 + pt · x+ qt)βt

)

=

=
m∑

j=1





rj∑

αj=1

ujαj
· Q(x)

(x− xj)αj



+

+
t∑

k=1





sk∑

βk=1

(vkβk
· x+ wkβk

) · Q(x)

(x2 + pk · x+ qk)βk



,
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тогда можно представить

f(x) =
P (x)

Q(x)
=

m∑

j=1





rj∑

aj=1

ujαj

(x− xj)αj



+

+

t∑

k=1





sk∑

βk=1

vkβk
· x+ wkβk

(x2 + pk · x+ qk)βk



,

где ujαj
, vkβk

и wkβk
— вещ. числа, определённые единственным спо-

собом.

◦ Получается, что для взятия интеграла от такой f(x) — достаточно
уметь брать интегралы вида

1.
∫

dx
(x−a)k , k > 0, k ∈ N

2.
∫

a·x+b
(x2+p·x+q)k dx, k > 0, k ∈ N :

X
∫

dx
(x−a)k =

{

ln|x− a|, k = 1;
1

(1−k)·(x−a)k−1 , k > 1.
.

X
∫

a·x+b
(x2+p·x+q)k dx : рассмотрим x2 + p ·x+ q =

(
x+ p

2

)2
+ q−

(
p
2

)2
.

Пусть q −
(

p
2

)2
> 0, тогда ∃δ : δ2 = q −

(
p
2

)2
, получается:

x2 + p · x+ q =
(

x+
p

2

)2

+ δ2 = δ2 ·
((

x+ p/2

δ

)2

+ 1

)

.

Пусть t = x+p/2
δ ⇒ x = δ · t− p

2 ⇒ dx = δ dt⇒
∫

a · x+ b

(x2 + p · x+ q)k
dx =

∫
a · (δ · t− p/2) + b

(δ2 · (t2 + 1))k
· δ dt =

=
1

δ2k−1
·
∫
aδ · t− a · p/2 + b

(t2 + 1)k
dt

или просто
∫

a · x+ b

(x2 + 1)k
dx =

∫
a · x

(x2 + 1)k
dx+

∫
b

(x2 + 1)k
dx.

?
∫

a · x dx
(x2 + 1)k

=

∫
a · 2x dx
(x2 + 1)k

=
a

2
·
∫
dy

yk
=

=

{
a
2 · ln |x2 + 1|, k = 1;

1
2·(1−k)·(x2+1)k−1 , k 6= 1.

.
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? Пусть In =
∫

dx
(x2+1)n , тогда I0 = x, I1 = arctg x. Представим

In =

∫
dx

(x2 + 1)n
=

∫
(x2 + 1) dx

(x2 + 1)n+1
=

=

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
+

∫
dx

(x2 + 1)n+1
,

значит

In =

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
+ In+1.

Рассмотрим

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
=

1

2
·
∫
x · (x2 + 1)′ dx

(x2 + 1)n+1
=по частям

1

2
· (x2 + 1) · x

(x2 + 1)n+1
− 1

2
·

·
∫

(x2 + 1) · (x2 + 1)n+1 − x · (n+ 1) · (x2 + 1)n · 2x
(x2 + 1)2n+2

dx =

1

2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
·
∫

dx

(x2 + 1)n
+

1

2
·
∫

2x2 · (n+ 1)

(x2 + 1)n+1
dx =

1

2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
·
∫

dx

(x2 + 1)n
+ (n+ 1)·

·
∫

x2

(x2 + 1)n+1
dx⇒

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx =

=
1

2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
· In + n ·

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx+

+

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx⇒

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx =

=
1

2n
· In − 1

2n
· x

(x2 + 1)n
⇒

In =

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx+ In+1 =

=
1

2n
· In − 1

2n
· x

(x2 + 1)n
+ In+1 ⇒

In+1 =
1

2n
· x

(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
· In.

Вывод: Первообразная для дробно-рациональной функции являет-
ся элементарной функцией.
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1.3 Свойства определённых интегралов

Теорема 1.3.1 (Об интегрируемости на объединении отрезков).

. Пусть

J = 〈a, b〉; для c ∈ (a, b) : J+ = (c,∞), J− = (−∞, c); f — интегрируема
на J ∩ J+ и на J− ∩ J .

. Тогда

f — интегрируема на J .

. Доказательство.

◦ Пусть F1 — первообразная к f на J− ∩ J , а F2 — на J ∩ J+; выберем

F (x) =







F1(x) − F1(c), x < c;

F2(x) − F2(c), x > c;

0, x = c.

;

тогда F — непрерывна при x < c и при x > c; limx→c+0 F (x) = 0 =
F (c), limx→c−0 F (x) = 0 = F (c) ⇒ F — непрерывна.

◦ Пусть E1 — множество, где F1 не дифференцируема, E2 — множе-
ство, где F2 не дифференцируема; тогда F — не дифференцируема
на E1 ∪ E2 ∪ {c}, но E1 и E2 — не более, чем счётны ⇒ F — первооб-
разная.

Теорема 1.3.2 (Линейность определённого интеграла).

. Пусть

f и g— интегрируемы на J = [a, b],
λ, µ ∈ R.

. Тогда

h = λ · f + µ · g — интегрируема на J и при этом
∫ b

a
h(x) dx = λ ·

·
∫ b

a f(x) dx+ µ ·
∫ b

a g(x) dx— свойство линейности или аддитивности.

. Доказательство.

◦ Пусть F иG— первообразные для f и g соответственно, тогда соглас-

но теореме 1.1.8 на стр. 13:
∫ b

a h(x) dx
def
= H(b)−H(a) = λ ·F (b) + µ ·

·G(b) − λ · F (a)− µ ·G(a) = λ · (F (b) − F (a)) + µ · (G(b) −G(a)) = λ ·
·
∫ b

a
f(x) dx+ µ ·

∫ b

a
g(x) dx.
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Теорема 1.3.3 (Ориентированность определённого интеграла).

. Пусть

f — интегрируема на [a, b].

. Тогда
∫ b

a f(x) dx = −
∫ a

b f(x) dx

. Доказательство.

◦ Пусть f— интегрируема, тогда ∃ первообразная F :
∫ b

a
f(x) dx =

F (b) − F (a) = −(F (a) − F (b)) = −
∫ a

b f(x) dx.

Следствие 1.3.4 (Интеграл одного предела).

.
∫ a

a
f(x) dx = 0.

Теорема 1.3.5 (Монотонность определённого интеграла).

. Пусть

f — интегрируема на [a, b] и f(x) > 0 или f(x) > 0 на [a, b] в основном.

. Тогда
∫ b

a f(x) dx > 0; или
∫ b

a f(x) dx > 0. соответственно.

. Доказательство.

◦ Пусть F — первообразная для f(x), тогда F ′(x) = f(x) > 0 в основ-
ном на [a, b] ⇒ F ′(x) > 0 — в основном ⇒ (по уточ. критерию мон-ти) ⇒
⇒ F (x) — возрастает⇒ т.к. b > a ⇒ F (b) > F (a) ⇒

∫ b

a f(x) dx =
F (b) − F (a) > 0.

◦ Если хотя бы в одной точке c ∈ (a, b) : f(c) > 0, то
∫ b

a f(x) dx > 0,
действительно: пусть c— такая точка, тогда ∃(α, β) ⊆ [a, b] : f(x) >
0 − ∀x ∈ (α, β), но т.к. F (x) — монотонно возрастает и непрерывна
⇒ F (x) — строго монотонно возрастает в окрестности точки c, т.е.
(α, β) ⇒ F (β) > F (α). А в силу монотонности получается: F (b) >

> F (β) > F (α) > F (a) ⇒ F (b) > F (a) ⇒ F (b) − F (a) > 0.
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Следствие 1.3.6 (Неравенство интегралов).

. Пусть

Пусть f и g— интегрируемы на [a, b] и f(x) 6 g(x) — в основном на
[a, b].

. Тогда
∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
g(x) dx.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим функцию h(x) = g(x) − f(x), заметим, что h(x) > 0 —

в основном ⇒ по теореме 1.3.5
∫ b

a
h(x) dx > 0 ⇒

∫ b

a
g(x) dx −

∫ b

a f(x) dx > 0.

Следствие 1.3.7 (Неравенство интегралов с модулем).

. Пусть

f и h— интегрируемы на [a, b], |f(x)| 6 h(x) — на [a, b] в основном ∀x ∈
[a, b].

. Тогда
∣
∣
∣

∫ b

a f(x) dx
∣
∣
∣ 6

∫ b

a h(x) dx.

. Доказательство.

◦ Т.к. |f(x)| 6 h(x) — в основном на [a, b], то это эквивалентно, что
−h(x) 6 f(x) 6 h(x) на [a, b] в основном, а согласно Следствию 1.3.6

получаем: −
∫ b

a h(x) dx 6
∫ b

a f(x) dx 6
∫ b

a h(x) dx ⇒
∣
∣
∣

∫ b

a f(x) dx
∣
∣
∣ 6

6
∫ b

a h(x) dx.

ОПР 1.3.8 (Абсолютной интегрируемости).
f называется абсолютно интегрируемой, если f и |f | одновременно инте-

грируемы.

Следствие 1.3.9 (Неравенство интегралов с модулями).

. Пусть

f(x) — абсолютно интегрируема на [a, b].
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. Тогда
∣
∣
∣

∫ b

a
f(x) dx

∣
∣
∣ 6

∫ b

a
|f(x)| dx.

. Доказательство.

◦ Получается из Следствия 1.3.7, если положить h(x) = |f(x)|.

Следствие 1.3.10 (Неравенство интеграла и константы).

. Пусть

f(x) — интегрируема на [a, b] и ограничена так, что f(x) 6 M ∀x ∈
[a, b].

. Тогда
∣
∣
∣

∫ b

a f(x) dx
∣
∣
∣ 6 M · |b − a|.

. Доказательство.

◦ Положим в Следствии 1.3.7 h(x) = M , тогда

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
6 (Следствие 1.3.9)

∫ b

a

|f(x)| dx 6

6 (Следствие 1.3.6)

∫ b

a

M dx = M ·
∫ b

a

dx = M · |b− a|.

Теорема 1.3.11 (Аддитивность интегралов по отрезкам).

. Пусть

f(x) — интегрируема на [a, b] и c ∈ (a, b).

. Тогда
∫ b

a f(x) dx =
∫ c

a f(x) dx+
∫ b

c f(x) dx.

. Доказательство.

◦ Пусть F — первообразная на [a, b] ⇒
∫ b

a f(x) dx = F (b) − F (a) =

F (b) − F (c) + F (c) − F (a) =
∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.
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Теорема 1.3.12 (Первая интегральная теорема о среднем).

. Пусть

Пусть f : [a, b] → R, f — непрерывна, g : [a, b] → R, g(x) > 0 ∀x ∈ [a, b].
Предположим g и f · g интегрируемы на [a, b].

. Тогда

Тогда ∃c ∈ (a, b), такая что
∫ b

a
f(x) · g(x) dx = f(c) ·

∫ b

a
g(x) dx

. Доказательство.

◦ По Теореме Вейерштрасса о максимуме и минимуме:

X ∃m = minx∈[a,b]f(x) ∃ξ ∈ [a, b] f(ξ) = m;

X ∃M = maxx∈[a,b]f(x) ∃η ∈ [a, b] f(η) = M ;

⇒ m 6 f(x) 6 M∀x ∈ [a, b], т.к. g(x) > 0 ⇒ m · g(x) 6 g(x) ·
· f(x) 6 M · g(x)(По свойству монотонности интеграла) ⇒ m ·

∫ b

a
g(x) dx 6

6
∫ b

a g(x) · f(x) dx 6 M ·
∫ b

a g(x) dx.

Если
∫ b

a
g(x) dx = 0, то

(из неравенства
R

b

a
g(x) · f(x) dx 6 M ·

R

b

a
g(x) dx следует)

∫ b

a

g(x) · f(x) dx = 0.

Значит требуемое равенство выполнено ∀c ∈ (a, b)
∫ b

a g(x) dx > 0.
Тогда введем число

R =

∫ b

a
f(x) · g(x) dx
∫ b

a g(x) dx
,(из неравенства

R

b

a
g(x) · f(x) dx 6 M ·

R

b

a
g(x) dx следует)

, что R удовлетворяет условию m 6 R 6 M .

Если m < R < M и m 6 f(x) 6 M , то ∀R ∈ [m,M ] ∃c f(c) = R,
причём η < c < ξ, либо

ξ < c < η ⇒ c ∈ (a, b)(из неравенства
R

b

a
g(x) · f(x) dx 6 M ·

R

b

a
g(x) dx получаем)

утверждение теоремы. Пусть R = m, тогда рассмотрим функцию
φ(x) = (f(x)−m) ·g(x), Φ(x) — первообразная для φ(x). Тогда Φ(b)−
Φ(a) =

∫ b

a
φ(x) dx =

∫ b

a
(f(x) −m) · g(x) dx =

∫ b

a
f(x) · g(x) dx − m ·

·
∫ b

a g(x) dx = 0. Значит, Φ — возрастает. Если Φ(b) = Φ(a) ⇒ Φ(x) —
постоянная.
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Φ′(x) = 0 ⇒ Φ′(x) = (f(x) −m) · g(x) = 0;
∫

g(x) dx > 0 ⇒ ∃c g(c) > 0;

(f(c) −m) · g(c) = 0 ⇒ f(c) = m.

Теорема 1.3.13 (Вторая интегральная теорема о среднем).

. Пусть

f : [a, b] → R, f — монотонна на [a,b],
g : [a, b] → R,
f, |g| , f · g— интегрируемы на [a,b].

. Тогда

∃ξ ∈ [a, b], такая что
∫ b

a
f · g dx = f(a) ·

∫ ξ

a
g(x) dx+ f(b) ·

∫ b

ξ
g(x) dx

. Доказательство.

◦ УПРАЖНЕНИЕ

Теорема 1.3.14 (О замене переменных в определённом интеграле).

. Пусть

f — интегрируема на I = 〈a, b〉; F — первообразная f на I; φ— опреде-
лена на некотором отрезке J = 〈c, d〉 : φ(J) ⊆ I и выполнены следующие
условия

◦ φ дифференцируема и непрерывна на (c, d) — в основном;

◦ Множество {t ∈ J | в точках x = φ(t) − F (x) не определена}— не бо-
лее, чем счётно.

. Тогда

Функция (f ◦ φ(t)) · φ′(t) — интегрируема на J и (F ◦ φ)(t) — первооб-
разная для неё на J , причём ∀p, q ∈ J имеет место:

∫ q

p
f(φ(t) · φ′(t) dt =

∫ φ(q)

φ(p)
f(x) dx.

. Доказательство.
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◦ Т.к. F — непрерывна по определению, а φ— непрерывна по условию,
то (F ◦ φ)(t) — непрерывна на 〈c, d〉 . Пусть

X E1 = {t ∈ 〈c, d〉 | φ— не дифференцируема в точке t}, тогда по
условию E1 — не более, чем счётно.

X E2 = {t ∈ 〈c, d〉 | в т. x = φ(t) − F (x) — не дифференцируема},
тогда согласно условию теоремы E2 — тоже не более, чем счёт-
ное;

X обозначим E = E1 ∪ E2 — не более, чем счётное из очевидных
соображений.

◦ Пусть t ∈ (c, d)rE, тогда φ— дифференцируема в этой точке и, соот-
ветственно (F ◦ φ)(t) — тоже; следовательно F (x) — дифференцируе-
ма в точке x = φ(t) ⇒ функция G(t) = F (φ(t)) — дифференцируема
в точке t ⇒ (теорема о дифференцировании суперпозиции)G

′(t) = F ′
x(φ(t)) ·

· φ′(t) = f(φ(t)) · φ′(t). Это равенство выполняется в основном ⇒
⇒ G(t) — является первообразной для f(φ(t)) · φ′(t) на J ⇒ f(φ(t)) ·
· φ′(t) — интегрируема на J .

◦ Пусть p и q ∈ J, тогда в силу того, что G(t) — первообразная⇒

⇒
∫ q

p

f(φ(t)) · φ′(t) dt = G(p) −G(q) = F (φ(p)) − F (φ(q)) =

=

∫ φ(q)

φ(p)

F (x) dx.

Следствие 1.3.15 (Условия на φ(t)).

. Самое трудное — это разобраться, когда выполнена φ; требуются условия:

◦ Если функция φ— дифференцируема и монотонна на (c, d), то φ—
взаимнооднозначно отображение, но при взаимнооднозначном отоб-
ражении счётное множество переходит в счётное ⇒ если F (x) —
дифференцируема в основном, то множество точек {t| x = φ(t) :
F (x) — не дифференцируема}— не более, чем счётно.

◦ Если F (x) — дифференцируема в точном смысле (т.е. во всех точ-
ках), то множество точек {t ∈ (c, d)| F (x) — не определена в x =
φ(t)} — пусто.

Замечание 1.3.16 (О замене переменной).

.
∫ b

a f(x) dx =
∫ b

a f(t) dt.

Замечание 1.3.17 (Без названия).
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. Пусть f — интегрируема на < a, b >, x0 ∈ (a, b), ∀x ∈< a, b >, < x0, x >,
< x, x0 >. Рассмотрим функцию Φ(x) =

∫ x

x0
f(t) dt, тогда:

1. Φ(x0) = 0 — очевидно.

2. Φ(x) — первообразная для f(x) — по определению.

Замечание 1.3.18 (Добавим случаи:).

. 1. [a,+∞), (−∞, b], (−∞,+∞);

2.
∫ 1

0
dx√

x
, 1√

x
— определена на (0, 1], а хотим на [0, 1], т.к. первообразная

равна 2 · √x на [0, 1].

В любом из случаев 1 или 2 определённый интеграл называется несоб-
ственным и в том случае, когда ему можно приписать смысл интеграл
называется сходящимся.

1.4 Интегрируемость функций на [a, b]. Несоб-

ственные интегралы

Пример 1.4.1 (Применение несобственного интеграла).

∫ 1

0

dx√
x

= F (1) − lim
x→0

F (x),

где
∫

dx√
x

= 2
√
x,

т.е. на [ε, 1], ε > 0 — интегрируема. Как обойти? Лекарство — несобствен-
ный интеграл.

Замечание 1.4.2 (Нахождение первообразной).

. Пусть f(x) — интегрируема на [a, b], тогда ∀x, x0 ∈ [a, b] : x > x0 : F (x) =
∫ x

x0
f(t) dt— первообразная для f (из Леммы (Ньютона) 1.1.17 на стр. 15

(или из формулы Ньютона-Лейбница)).

Теорема 1.4.3 (О несобственном интеграле).

. Пусть

Пусть f — интегрируема на [a, b).
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. Тогда

Для того, чтобы f была интегрируемой на [a, b] — необходимо и доста-
точно, чтобы существовал предел limx→b−

∫ x

a f (t) · dt = r ∈ R. Если он су-

ществует, то
∫ b

a
f (t) · dt = limx→t

∫ x

a
f (t) · dt (F) . Это и есть определение

несобственного интеграла. Совершенно аналогично определяется инте-

грал на (a, b] и (a, b) надо чтобы существовал предел limt→a+

∫ b

t f(x) dx =
l ∈ R.

. Доказательство.

◦ Необходимость: пусть f - интегрируема на [a, b], а F (x) - её первооб-
разная там же, тогда в силу определения первообразной: ∃ первооб-
разная F (x) непрерывная на [a, b]. Т.к. она непрерывна, то

∃ lim
x→b−

F (x) = F (b)

. Согласно замечанию,

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt⇒ lim
x→b−

F (x) = lim
x→b−

∫ x

a

f(t) dt = F (b) ⇒

⇒предел существует.

◦ Достаточность: поскольку f — интегрируема на [a, b) ⇒ существует
первообразная F (x), если x ∈ [a, b) и F (x) =

∫ x

a
f(t) dt;

limx→b−
∫ x

a
f(t) dt = r, F (b) = r.

Отсюда следует, что F (x) — непрерывна на [a, b].
F ′(x) = f(x) — в основном на [a, b) ⇒ F ′(x) = f(x) в основном на
[a, b]. Т.к. F — непрерывна на [a, b] по построению ⇒ f — интегриру-
ема на [a, b].

ОПР 1.4.4 (Определение интеграла на отрезке).
Пусть f(x) — интегрируема на (a, b) , а F (x) — её первообразная там же

и ещё существуют limx→b−0 F (x) = K и limx→a+0 F (x) = L, тогда

∫ b

a

f (x) · dx =(по определению интеграла) K − L = F (x) |x=b−0
x=a+0

(определение интеграла на [a, b]).

Лемма 1.4.5 (Интегрирование по частям).

. Пусть

f, g— интегрируемы на интервале J = 〈a, b〉, F,G— первообразные для
f, g соответственно. Рассмотрим функцию h = f ·G+ F · g.
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. Тогда

h— интегрируема на J .

. Доказательство.

◦ Рассмотрим H = F ·G.
F ′(x) = f(x) — в основном. Пусть E1 — где это не так.
G′(x) = g(x) — в основном и E2 — где это не так. Получаем H — не
дифференцируема на E1 ∪ E2, которое не более чем счетно.
Пусть x 6∈ (E1∪E2). H

′(x) = (F ·G)′ = F ′·G+G′·F = f(x)·G(x)+g(x)·
· F (x) = h(x) ⇒ H ′(x) = h(x) — в основном. H — непрерывна, т.к.
F,G— непрерывны ⇒ h— интегрируема.

Теорема 1.4.6 (Интегрирование по частям для несобственных интегралов).

. Пусть

f, g— интегрируемы на (a, b), F,G— соответствующие первообразные,
тогда если F · g— интегрируема на [a, b], то и f ·G интегрируема на [a, b].

. Тогда

Если Φ — первообразная для f · G, то F · G − Φ — первообразная для
g ·F . Причём, если существует limx→b− F (x) ·G(x) и limx→a+ F (x) ·G(x),
тогда:
∫ b

a f(x) ·G(x) dx = F (x) ·G(x)
∣
∣
b

a
−
∫ b

a g(x) · F (x) dx.

. Доказательство.

◦ h = f ·G+g ·F(Согласно Лемме) h— интегрируема на (a, b). H = G ·F —

первообразная.
∫ b

a h(x) dx = H(b) −H(a) = F (x) ·G(x)
∣
∣
b

a
.

h(x) — интегрируема на [a, b]. Проинтегрируем равенство: h = f ·G+
g · F ⇒ f ·G = h− g · F ,
∫ b

a f ·G dx =
∫ b

a h dx−
∫ b

a g · F dx = F (x) ·G(x)
∣
∣
b

a
−
∫ b

a g · F dx.

Теорема 1.4.7 (Коши о существовании не собственного интеграла).

. Пусть f — интегрируема на [a, b).
Тогда f — интегрируема на [a, b] ⇔ когда ∀ε > 0 ∃c ∈ [a, b), такое что

∀[α, β] ⊂ [c, b)
∣
∣
∣

∫ β

α
f(x) dx

∣
∣
∣ < ε.

В этом случае говорят, что
∫ b

a
f(x) dx сходиться.
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. Доказательство.

◦ Необходимость: пусть F (x) — первообразная для f(x) на [a, b), т.е.

F (x) =
∫ x∈[a,b)

a
f (t) · dt. Т.к. всюду существует limx→b−0 F (x) , то

∀ε > 0: ∃x ∈ [a, b) |F (x) − F (b)| < ε

2

∀x ∈ [c, b) (из непрерывности функции). Рассмотрим:
∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

f (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

a

f (x) · dx−
∫ α

a

f (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
=

= |F (β) − F (a) − F (α) + F (a)| = |F (β) − F (α)| =

= |F (β) − F (b) + F (b) − F (α)| 6 |F (β) − F (b)| + |F (b) − F (α)| <
<([α,β]⊂[c,b]⇒α,β∈[c,b])

ε

2
+
ε

2
= ε.

◦ Достаточность: пусть xn — пробная последовательность:

xn → b, xn 6= b; ε > 0,

тогда ∃c : ∀ [α, β] ⊂ [c, b) :
∣
∣
∣

∫ β

α
f (t) · dt

∣
∣
∣ < ε. Раз уж xn → b, стало

быть существует номер M : xn ∈ [c, b) − ∀n > M.

Пусть i, j > M , возьмём xi = α, а xj = β, т.к.
∣
∣
∣

∫ β

α f (t) · dt
∣
∣
∣ =

|F (β) − F (α)| < ε − ∀α, β ⇒ |F (xi) − F (xj)| < ε. Получается, что
F (xn) — последовательность Коши ⇒ limx→∞ F (xn) = Z, но т.к.
xn — произвольная последовательность, то в силу теоремы Гейна:

∃ lim
x→b−0

f (x) = Z.

С другой стороны Z = limx→b−0 F (x) = limx→b−0

∫ x

a f (t) · dt ⇒ ин-
теграл существует.

Теорема 1.4.8 (Асимптотический признак существования несобственного ин-
теграла).

. Пусть

f — интегрируема на [a, b), h(x) — интегрируема на [a, b], h(x) > 0.

. Тогда

В каждом из следующих 3–х случаев f — интегрируема на [a, b] (т.е.
несобственный интеграл сходиться)
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1. f (x)=x→bO (h (x)) или

2. f (x)=x→b o (h (x)) или

3. f (x)∼x→b h (x)

. Доказательство.

◦ Пусть f (x)=x→bO (h (x)) , говорят, что при этом: ∃c ∈ [a, b) такая,
что |f (x)| 6 K · |h (x)| − ∀x ∈ [c, b) ,K ∈ R. Т.к. h(x) — интегрируема
на [a, b], то

∀ε > 0 : ∃d ∈ [c, b) : ∀ [α, β] ⊂ [d, b) :

∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

h (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
<

ε

K
.

∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

f (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
6 (из монотонности интеграла и его свойств)

∫ β

α

|f (x)| · dx 6

6

∫ β

α

K · |h (x)| · dx 6 (т.к. h(x) — положительная)K ·
∫ β

α

h (x) · dx 6

6

∣
∣
∣
∣
∣
K ·

∫ β

α

h (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
6 K · ε

K
= ε⇒

∀ε > 0 : ∃d : ∀ [α, β] ⊂ [d, b) :

∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

f (x) · dx
∣
∣
∣
∣
∣
< ε,

а в силу критерия Коши для несобственных интегралов получаем,
что интеграл сходиться.

◦ Пусть f (x) =x→b o (h (x)) , тогда по свойствам O и o получаем, что
f (x)=x→bO (h (x)) .

◦ Если f (x) ∼ h (x) , то f (x) − h (x) = o (h (x)) .

◦ Запас положительных интегрируемых функций для этой теоремы:

h (x) = 1
(x−b)k : если k < 1, то h(x) — интегрируема на [a, b] — это

следует из определения, т.к.

lim
x→b

∫ x

a

1

(t− b)
k
· dt = lim

x→b

(

1

(x− b)
k+1

· 1

k + 1
− 1

(a− b)
k+1

· 1

k + 1

)

.

Лемма 1.4.9 (интегральное неравенство Абеля).

. Пусть

Дан
∫ b

a u (t) · v (t) dt, где u(t) > 0 — дифференцируема на (a, b), непре-
рывна, положительна и монотонно убывает на [a, b]
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(т.е. u′(x) 6 0 − ∀x ∈ (a, b); supx∈[a,b]

∣
∣
∫ x

a
v (t) · dt

∣
∣ = S ∈ R; v— интегриру-

ема на [a, b].

. Тогда
∣
∣
∣

∫ b

a
u (t) · v (t) · dt

∣
∣
∣ 6 u (a) · S — интегральное неравенство Абеля.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим функцию τ (x) =
∫ x

a
v (t) dt : в силу того, что v— инте-

грируема, τ(x) — является первообразной для v, т.е.

τ ′(x) = v(x), τ(a) = 0

.

◦ Пусть c ∈ (a, b), рассмотрим

∣
∣
∣
∣

∫ c

a

u (t) · v (t) dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ c

a

u (t) · τ ′ (t) dt
∣
∣
∣
∣
=

=(по частям)

∣
∣
∣
∣
u (t) · τ (t) |t=c

t=a −
∫ c

a

u′ (t) · τ (t) dt

∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
u (c) · τ (c) − u (a) · τ (a) +

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
u (c) · τ (c) +

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣
∣
∣
∣
6

6 |u (c) · τ (c)| +
∣
∣
∣
∣

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣
∣
∣
∣
=

= u (c) · |τ (c)| +
∣
∣
∣
∣

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣
∣
∣
∣
6

6 u (c) · S +

∫ c

a

|−u′ (t)| . |τ (t)| dt 6 u (c) · S + S ·
∫ c

a

|−u′ (t)| dt =

=(т.к. u′(t) < 0) u (c) · S − S ·
∫ c

a

u′ (t) dt =

= S · (u (c) − u (c) + u (a)) = S · u (a) .

Теорема 1.4.10 (Признак Абеля-Дирихле сходимости несобственного инте-
грала).

. Функция u(x) · v(x) — интегрируема на [a, b], если выполнены следующие
условия:
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1. u(x) > 0 — непрерывна и дифференцируема на [a, b], причём

lim
t→b

u (t) = 0

и u(x) — монотонно убывает.

2. Функция v(x) — интегрируема на [a, b], а её первообразная ограни-

чена на [a, b] (т.е. supx∈[a,b]

∫ x

a
v (t) dt 6 S ∈ R и ∃

∫ b

a
v (x) · u (x) dx

).

. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0, S = supx∈[a,b]

∣
∣
∫ x

a
v (t) dt

∣
∣ , т.к. limt→b−0 u (t) = 0, то

∃c ∈ [a, b) ∀t ∈ [c, b) : u (t) < ε
2·S

◦ Пусть [α, β] ⊂ [c, b) , рассмотрим
∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

u (t) · v (t) · dt
∣
∣
∣
∣
∣
6

6 (неравенство Абеля)u (α) · sup
x∈[α,β]

∣
∣
∣
∣

∫ x

α

v (t) dt

∣
∣
∣
∣
=

= u (α) · sup
x∈[α,β]

∣
∣
∣
∣

∫ x

a

v (t) dt−
∫ α

a

v (t) dt

∣
∣
∣
∣
6

6 u (α) ·
(

sup
x∈[α,β]

∣
∣
∣
∣

∫ x

a

v (t) · dt
∣
∣
∣
∣
+ sup

x∈[α,β]

∣
∣
∣
∣

∫ α

a

v (t) · dt
∣
∣
∣
∣

)

6

6 u (α) · (S + S) <
ε

2 · S · 2 · S = ε.

Пример 1.4.10.1 (К теореме).

.
∫∞
1

sin x
x · dx— интеграл Дирихле, сходится ли? Пусть v(x) = sinx, u(x) =

1
x — непрерывна, дифференцируема и положительна, u′(x) < 0 (т.е. удо-
влетворяет всему на [1,∞)). Первообразная v(x) :

∫ x

1

sin t · dt = − cos t|t=x
t=1 = − cosx+ cos 1,

а | − cosx+ cos 1| 6 2 ⇒ всё выполнено ⇒ сходится.

Теорема 1.4.11 (интегральный признак Коши сходимости числового ряда).

. Пусть

Дан интервал [a,∞], где f(x) обладает следующими свойствами:
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1. f(x) > 0 на [a,∞)

2. f(x) — монотонно убывает, причём limx→∞ f (x) = 0.

3. an = f(n).

. Тогда

Ряд
∑
an — сходится, если ∃

∫∞
a f (x) dx и наоборот: если

∫∞
a f (x) dx

не существует, то ряд расходится.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим две функции: u (t) = f (n+ 1) − ∀t ∈ [n, n+ 1) и v (t) =
f (x)−∀t ∈ [n, n+ 1) , тогда u (t) 6 v (t)−∀t u (t) 6 f (t) 6 v (t)−∀t ⇒
⇒
∫ α

a
u (t) · dt 6

∫ α

a
f (t) · dt 6

∫ α

a
v (t) · dt— из свойств монотонности

интеграла.

◦
∫ α

a

u (t) dt =

α−1∑

n=a

∫ n+1

n

u (t) dt =

α−1∑

n=a

∫ n+1

n

f (n+ 1) · dt =

=

α−1∑

n=a

f (n+ 1) ·
∫ n+1

n

dt =

α−1∑

n=a

an+1 ⇒
N∑

n=a

an+1 6

6

∫ N

a

f (t) dt 6

N∑

n=a

an

Если ряд
∑
an — сходится, то интеграл существует.

Пример 1.4.11.1 (К теореме).

.
∫∞
1

dx
xk : f (x) = 1

xk , если k > 0, то f(x) — монотонно убывает и

limx→∞ f (x) = 0, f (x) > 0 на [1,∞).

∫ ∞

1

dx

xk
=

x→∞
t−k+1

−k + 1

∣
∣
∣
∣

x

1

=
x−k+1

−k + 1
− 1

−k + 1
,

где limx→∞ x−k+1 — существует.
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1.5 Интеграл Римана (то мы изучали интеграл
Ньютона)

ОПР 1.5.1 (разбиения и суммы Римана).
Пусть I = [a, b], f : I → R, причём f — определена во всех точках ин-

тервала и |f (x)| ≤ M − ∀x ∈ [a, b] (т.е. ограничена). Разбиением интерва-
ла [a, b] называется набор чисел a = x0 < x1 < . . . < xn+1 = b, обозна-
чим за ξ = (a, x1, . . . , xn, b) . Будем говорить, что разбиение пунктировано,
если указан набор точек ti ti ∈ [xi, xi+1]. Нормой разбиения ξ называется
‖ξ‖ = max∀i |xi+1 − xi| . Для любого пунктированного разбиения ξ определим

число R (f, ξ) =
∑N

i=1 f (ti) · |xi+1 − xi|, где R(f, ξ) — называется суммой Ри-
мана функции f и разбиения ξ.

ОПР 1.5.2 (Продолжения разбиения).
Разбиение η называется продолжением ξ, если ∀xi ∈ ξ ⇒ xi ∈ η.

ОПР 1.5.3 (Суммы разбиений).
Пусть даны 2 разбиения ξ, η. Разбиение σ назовём суммой разбиений ξ, η и

обозначим σ = ξ⊕η. Если σ— получается объединением всех точек разбиений
ξ, η, а потом их переупорядочением.

Лемма 1.5.4 (О сумме разбиений).

. Пусть

Даны два разбиения ξ, η.

. Тогда

Разбиение ξ ⊕ η является продолжением ξ и η.

. Доказательство.

◦ ОЧЕВИДНО.

ОПР 1.5.5 (R1. интеграл Римана).
Пусть f — определена на [a, b] и ограничена, тогда f — называется инте-

грируемой по Риману, если

∃L ∈ R ∀ε > 0: ∃δ > 0 ∀ξ : ‖ξ‖ < δ ⇒ |R (f, ξ) − L| < ε

— независимо от пунктирования (!). В этом случае L— называется интегра-

лом Римана функции f на [a, b] и обозначается: L = R
∫ b

a f (x) · dx.
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1.5.5.1 Построение Дарбу

. Пусть f — определена на [a, b] и ограниченна, тогда существуют m и M
такие, что m ≤ f (x) ≤ M − ∀x ∈ [a, b] , где m = infx∈[a,b] f (x) , M =
supx∈[a,b] f (x) .

Пусть ξ— некоторое разбиение отрезка [a, b], тогда возьмём

mk = inf
x∈[xk−1,xk]

{f (x)} , Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

{f(x)}, ∆k = |xk − xk−1| ,

тогда Sξ =
∑n

k=1Mk · ∆k, где n— количество отрезков разбиения, называ-
ется верхней интегральной суммой, а sξ =

∑n
k=1mk · ∆k — соответствен-

но нижней.

1.5.5.2 Факт

.

∀k : m 6 mk 6 Mk 6 M(по определению) ⇒

⇒
n∑

k=1

Mk · ∆k 6 M ·
n∑

k=1

∆k = M · (b− a),

т.е. ∀ξ : Sξ 6 M · (b− a) , аналогично:

n∑

k=1

mk · ∆kεm ·
n∑

k=1

∆k = m · (b− a), ∀ξ : sξεm · (b− a) ⇒

⇒ ∀ξ : m · (b− a) 6 sξ 6 Sξ 6 M · (b− a) .

ОПР 1.5.5.3 (Верхнего и нижнего интеграла).

Обозначим через J = inf Sξ, где inf берётся по всевозможным разби-
ениям отрезка [a, b]. J — называется верхним интегралом и обозначается:

J̄ =
∫ b

a f (x) · dx. Аналогично для нижнего: J = sup sξ и обозначается как
∫ b

a
f (x) · dx.

ОПР 1.5.6 (R2. Интегрируемость по Риману).

Пусть f : [a, b] → R — ограничена, тогда f - называется интегрируемой
по Риману, если J совпадает с J , в этом случае J = J = J — называется

интегралом Римана и обозначается: J =
∫ b

a f (x) · dx.
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1.5.7 Теорема Дарбу

ОПР 1.5.7.1 (продолжения разбиения).
Разбиение ξ1 — называется продолжением разбиения ξ2, если все точки

разбиения ξ2 содержатся в разбиении ξ1.

ОПР 1.5.7.2 (суммы разбиений).
Пусть ξ1 и ξ2 — пара разбиений, через ξ = ξ1 ⊕ ξ2 назовём разбиение, ко-

торое содержит точки разбиения ξ1 и точки разбиения ξ2. В этом случае
называется суммой разбиения.

Лемма 1.5.7.3 (Лемма 1).

. Пусть

ξ1 — продолжение разбиения ξ2.

. Тогда

Sξ1
6 Sξ2

, а sξ1
> sξ2

.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим разбиение ξ2: Sξ2
=
∑n

k=1Mk · ∆k. Т.к. ξ1 — продолже-
ние разбиения ξ2, то в интервале [xk−1, xk] есть S точек из ξ1. Тогда
для разбиения ξ1 на [xk−1, xk] имеем:

S∑

j=1

Mkj
· ∆kj

≤
S∑

j=1

Mk · ∆kj
= Mk ·

S∑

j=1

∆kj
= Mk · ∆k ⇒

суммируя ещё и по k получится, что Sξ1
6 Sξ2

◦ Аналогично. sξ1
> sξ2

.

Лемма 1.5.7.4 (Лемма 2).

. Для любой пары разбиений ξ1 и ξ2 имеет место: Sξ1
> sξ2

. Доказательство.

◦ Пусть выполнено условие, рассмотрим: ξ = ξ1 ⊕ ξ2 по построению —
ξ является продолжением ξ1 и ξ2 одновременно, тогда в силу Леммы
1 1.5.7.3 получаем, что Sξ 6 Sξ1

и sξ > sξ2
. Но из факта 1.5.5.2

известно, что sξ 6 Sξ ⇒ sξ2
≤ sξ ≤ Sξ ≤ Sξ1

.
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Лемма 1.5.7.5 (Лемма 3).

. Если f — ограниченная функция, то J 6 J.

. Доказательство.

◦ Т.к. для любых разбиений ξ1 и ξ2: sξ1
6 Sξ2

, в силу Леммы 2 1.5.7.4.
Возьмём sup по всем ξ1, получим, что J 6 Sξ2

; а если взять sup по
всем ξ2, то в общем: J 6 J.

Лемма 1.5.7.6 (Лемма 4).

. ∀ε > 0: ∃δ > 0 ∀ разбиения ξ ‖ξ‖ < δ : Sξ 6 J̄ + ε, а sξ > J − ε

. Доказательство.

◦ Будем считать, что f(x) > 0, если не так, то в силу ограниченности
функции можно найти A f(x) +A > 0.

◦ По определению точной нижней грани — существует разбиение ξ0 та-
кое, что Sξ0

6 J+ ε
2 (из теоремы о существовании точной верхней гра-

ни). Пусть x1, x2, . . . , xn — точки разбиения ξ0; M = supx∈[a,b] f (x) ;
λ = ε

4·n·M ; ξ— такое разбиение, что ‖ξ‖ < λ. Отрезки из разбие-
ния ξ разобьём на два класса: к первому классу относятся отрезки,
которые целиком попадают в отрезок [xk − λ, xk + λ], тогда Sξ =
SI

ξ + SII
ξ — из положительности функции, тогда SI

ξ 6
∑

k Mk · ∆k 6

6 M ·∑k ∆k 6 M ·∑k
2·ε

4·M·n 6 2·ε·M
4·M·n ·∑n

k=1 1 = n·2·ε·M
4·M·n = ε

2 , очевидно
SII

ξ ≤ Sξ0
⇒ Sξ ≤ J̄ + ε

2 + ε
2 = J̄ + ε

Теорема 1.5.7.7 (Теорема Дарбу).

. Пусть

f — ограничена и [a, b] ⊆ R.

. Тогда

определения R1 и R2 — эквивалентны.

. Доказательство.

◦ R2 → R1: Пусть f — интегрируема на [a, b] в смысле R2; ξ— разби-
ение. Надо доказать, что ∀ε > 0: ∃δ > 0 ‖ξ‖ < δ ⇒ |R(f, ξ) − L| <
ε; |

∑

k f(tk) · (xk − xk−1)−L| < ε⇒ L− ε <
∑

k f(tk · (xk − xk−1)) <
L+ε. Заметим, что ∀tk ∈ [xk−1, xk] : mk 6 f(tk) 6 Mk, следовательно
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∑

k mk · ∆x 6
∑

k f(tk) · ∆x 6
∑

k Mk · ∆x, где ∆x = xk − xk−1. Из

Леммы 4 1.5.7.6 следует ∀ε > 0: ∃δ > 0 ∀ξ ‖ξ‖ < δ : J− ε 6 sξ 6 Sξ 6

6 J + ε. Т.к. f — интегрируема согласно R2, то J = J . Получаем,
что ∀ε > 0: |∑k f(tk) · ∆x− J | < ε, значит функция интегрируема в
смысле R1.

◦ R1 → R2: Выпишем условие интегрируемости по Риману R1:

∀ξ ‖ξ‖ < δ :

∣
∣
∣
∣
∣

∑

k

f(tk) · ∆x− L

∣
∣
∣
∣
∣
< ε⇒ L− ε <

∑

k

f(tk · ∆x) <

< L+ ε.
∑

k

mk · ∆x 6
∑

k

f(tk) · ∆x 6
∑

k

Mk · ∆x;

отсюда следует:
∑

k f(tk) · ∆x 6 L + ε,
∑

k Mk · ∆x 6 L + ε; Sξ 6

6 L + ε;
∑

k mk · ∆x > L − ε; ⇒ ∀ξ ‖ξ‖ < δ : L − ε 6 sξ 6 Sξ 6

6 L+ ε⇒ f — интегрируема, согласно R2.

Теорема 1.5.8 (Интегрируемость непрерывных функций).

. Пусть

f — непрерывна на [a, b].

. Тогда

f — интегрируема по Риману и интеграл по Риману совпадает с инте-
гралом по Ньютону.

. Доказательство.

◦ Так как f — непрерывна на [a, b], то она равномерно непрерывна на
[a, b], значит ∃w(t) — модуль непрерывности. Пусть ξ — разбиение a =
x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b;

r(ξ) =

∫ b

a

f(x) dx−R(f, ξ) =

∫ b

a

f(x) dx −
n∑

k=1

f(tk) · (xk − xk−1) =

∑

k

∫ xk

xk−1

f(x) dx −
∑

k

f(tk) · (xk − xk−1) =

∑

k

[
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(tk) · (xk − xk−1)

]

=
∑

k

∫ xk

xk−1

(f(x) − f(tk)) dx,

где tk ∈ [xk−1, xk].
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◦ Т.к. x ∈ [xk−1, xk], f(x) − f(tk) 6 w(‖ξ‖), следует

∣
∣
∣
∣
∣

∫ xk

xk−1

(f(x) − f(tk)) dx

∣
∣
∣
∣
∣
6 w(‖ξ‖) · (xk − xk−1). |r(ξ)| 6

6
∑

k

w(‖ξ‖) · (xk − xk−1) = w(‖ξ‖) ·
∑

k

(xk − xk−1) =

= w(‖xi‖) · (b− a);

т.к. w(‖ξ‖) → 0, при ‖ξ‖ → 0, то ∀ε > 0: ∃δ > 0 w(‖ξ‖) 6 ε
(b−a) . ‖ξ‖ <

δ ⇒ r(ξ) < ε, значит функция — интегрируема.
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Глава 2

Функциональные ряды и

последовательности

ОПР 2.1 (числовой последовательности).
Пусть ϕn(x) — набор функций, зависящих от набора n. Когда задан набор

функций, считается, что существует множество A ⊆ R(A 6= ∅) такое, что
ϕn(x) определены на A ∀n ∈ N.

В этом случае ϕn(x) называется последовательностью функций.
Аналогично, выражение

∑∞
n=a ϕn(x) называется рядом функции.

Пусть x0 ∈ A, тогда всякой последовательности функций можно сопо-
ставить числовую последовательность an = ϕ(x0).

ОПР 2.2 (точки сходимости).
Точка x0 ∈ A называется точкой сходимости функциональной последова-

тельности ϕn(x), если числовая последовательность ϕx(x0) сходится.

ОПР 2.3 (области сходимости).
Ω ⊆ A называется областью сходимости последовательности ϕn(x) если

∀x0 ∈ Ω x0 — точка сходимости.

Пример 2.3.1 (области сходимости).

. f(x) = xn; x0 = 1
3 →

(
1
3

)n
— сходится. S = (−1, 1] и f(x) =

{

1, x = 0;

0, иначе.
.

ОПР 2.4 (точки сходимости ряда).
Точка x0 называется точкой сходимости ряда

∑
ϕn(x) если ряд

∑
ϕn(x0)

— сходится.

ОПР 2.5 (области сходимости ряда).
Ω ⊆ A называется областью сходимости ряда

∑
ϕn(x) если ∀x0 ∈ A x0 —

точка сходимости.
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ОПР 2.6 (области сходимости ряда).
Ω ⊆ A называется областью сходимости ряда

∑
ϕn(x) если ∀x0 ∈ A x0 —

точка сходимости.

ОПР 2.7 (поточечной сходимости).
Пусть fn(x) — последовательность функций, Ω — область сходимости,

A ⊆ Ω, тогда ∀x ∈ A fn(x) — сходится поточечно, limn→∞ fn(x) = f(x) —
поточечный предел.

Для рядов:
Пусть дан ряд

∑∞
n=a fn(x), Sn(x). Будем говорить, что ряд

∑∞
n=a fn(x)

ряд сходится поточечно если последовательность частичных сумм сходится
поточечно.

Пример 2.7.1 (Порядок взятия предела).

. Рассмотрим Smn = m
m+n : чем отличается

lim
n→∞

(

lim
m→∞

Smn

)

,

от

lim
m→∞

(

lim
n→∞

Smn

)

?

limn→∞ Smn = 1 ⇒ limm→∞ 1 = 1; а limm→∞ Smn = 0 ⇒ limn→∞ 1 = 0;

Пример 2.7.2 (Непрерывность функционального ряда).

. Пусть fn(x) = x2

(1+x2)n , рассмотрим:

∞∑

n=0

fn(x) =
∑

n=0

x2

(1 + x2)n
= x2 ·

∞∑

n=0

(
1

1 + x2

)n

= f(x)

— сходится в любой точке x, кроме 0, f(0) = 0. Пусть x 6= 0, тогда Sn(x) =

x2 ·
∑∞

n=0

(
1

1+x2

)n

= x2 ·
“

1− 1

1+x2

”n+1

1− 1

1+x2

; Sn(x)
n→∞→ x2

1− 1

1+x2

= x2·(1+x2)
x2 =

1 + x2 = f(x) ⇒ f(x) =

{

0, x = 0;

1 + x2, x 6= 0.
— не непрерывна.

Пример 2.7.3 (Сходимость производных).

. Рассмотрим fn(x) = sin (n·x)√
n

, fn(x)
n→∞−→ 0, f ′(x) = 0; f ′

n(x) =
√
n ·

· cos (n · x) ⇒ fn(x) 6→ f ′(x).

Пример 2.7.4 (Интегрируемость f(x)).
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. Пусть [a, b] = [0, 1], fn(x) = n2x · (1 − x2)n — по Риману интегрируема

⇒ fn(x) → 0 на [0, 1], fn(x) → f(x) ⇒
∫ 1

0 f(x) dx = 0;

∫ 1

0

fn(x) dx = n2 ·
∫ 1

0

x · (1 − x2)n dx = −n
2

2
·
∫ 1

0

(1 − x2)n d(1 − x2) =

− n2

2
· (1 + x2)n+1

n+ 1

∣
∣
∣
∣

1

0

=
n2

2 · (n+ 1)
,

но

lim
n→∞

n2

2 · (n+ 1)
= ∞ ⇒ lim

n→∞

(∫ 1

0

fn(x) dx

)

6=
∫ 1

0

f(x) dx.

. fn(x) = nx·(1−x2), fn(x) → 0,
∫ 1

0
fn(x) dx = n

2·(n+1) , limn→∞
n

2·(n+1) = 1
2 .

2.8 Равномерная непрерывность

ОПР 2.8.1 (равномерно сходящейся последовательность функций).

Последовательность функций fn(x) — называется равномерно сходящейся
на множестве A ⊆ R к функции f(x), если ∀ε > 0: ∃M ∀n > m, ∀x ∈
A : |fn(x) − f(x)| < ε.

Обозначение 2.8.2

. fn(x) — сходятся равномерно к f(x): fn(x) ⇒ f(x), x ∈ A.

ОПР 2.8.3 (равномерно сходящийся функциональный ряд).

Функциональный ряд
∑∞

n=0 fn(x) — равномерно сходится на A, если его по-
следовательность частичных сумм — сходится.

Теорема 2.8.4 (Критерий Коши о равномерной сходимости).

. Последовательность fn(x) — равномерно сходится на множествеA⇔ ∀ε >
0 ∃M ∈ N ∀n,m > M ∀x ∈ A |fn(x) − fm(x)| < ε.

. Доказательство.

◦ (⇒) : Пусть fn(x) ⇒ f(x) на A, тогда ∀ε > 0 ∃M ∀n > M |fn(x) −
f(x)| < ε

2 ∀x ∈ A. Т.к. n,m > M рассмотрим |fn(x) − fm(x)| =
|fn(x)−f(x)+f(x)−fm(x)| 6 |fn(x)−f(x)|+ |f(x)−fm(x)| <(m > M)
ε
2 + ε

2 = ε∀x ∈ A. Что и является критерием Коши.
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◦ (⇐) : Пусть fn(x) удовлетворяет критерию Коши, тогда

∀ε > 0 ∃n ∀n,m > M |fn(x) − fm(x)| < ε

2
.

При всяком фиксированном x, fn(x) — последовательность Коши
⇒ она сходится ⇒ f(x) определена ⇒ fn(x) → f(x) ∀x ∈ A.

С другой стороны, |fn(x) − fm(x)| < ε ∀x ∈ A. Зафиксируем n и
в этом неравенстве перейдем к пределу при m→ ∞:

|fn(x) − f(x)| 6 ε ∀x ∈ A.

А это означает, что fn(x) ⇒ f(x) по определению.

Теорема 2.8.5 (Необходимый признак Вейерштрасса равномерной сходимо-
сти).

. Пусть

fn(x) → f(x) на A, Mn = supx∈A |fn(x) − f(x)|;

. Тогда

fn(x) ⇒ f(x) на A ⇔ limn→∞Mn = 0.

. Доказательство.

◦ (⇒) : Очевидно из определения равномерной сходимости 2.8.1 на
стр. 45: ∀ε > 0: ∃M ∀n > M : |fn(x) − f(x)| < ε − ∀x ∈ A, тогда
Mn = supx∈S |fn(x) − f(x)| 6 ε⇒ limn→∞Mn = 0.

◦ (⇐) :

lim
n→∞

Mn = 0 ⇒ ∀ε : ∃M ∀n > M : |Mn| < ε⇒ sup
x∈A

|fn(x) − f(x)| < ε.

Пример 2.8.5.1 (К теореме).

. Рассмотрим fn(x) = xn, A = (0, 1), fn(x) → 0 на (0, 1):

Mn = sup
x∈S

|xn − 0| = sup
x∈S

xn = 1 ⇒ lim
n→∞

Mn = 1 ⇒

равномерно не сходится, а на (0, 1
2 ) —Mn = supx∈(0, 1

2
) x

n = 1
2n — равно-

мерная сходимость.
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Теорема 2.8.6 (Признак Вейерштрасса равномерной сходимости для рядов).

. Пусть

fn(x) — последовательность функций на A |fn(x)| 6 Mn ∀x ∈ A, ∀n.

. Тогда

если ряд
∑∞

n=0Mn сходится, то ряд
∑∞

n=0 fn(x) сходится равномерно
на A.

. Доказательство.

Это следует их признака Вейерштрасса для частичных сумм ряда.

Теорема 2.8.7 (О предельном переходе в последовательностях).

. Пусть

fn(x) — сходится на E ⊂ R к f(x)(fn(x) ⇒ f(x) на E). Пусть t -
предельная точка множества E. предположим, что limx→t fn(x) = An ∀n.

. Тогда

1. последовательность An сходится;

2. limx→t f(x) = limn→∞An

т.е. limx→t

(
limn→∞fn(x)

)
= limn→∞ (limx→t fn(x)).

. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0. В силу равномерной сходимости ∃M ∀n,m > M, ∀x ∈
E : |fn(x) = fm(x)| < ε. Перейдем к пределу x→ t в неравенстве. По-
лучим: |An−Am| 6 ε⇒ An — последовательность Коши An сходится
⇒ ∃ limn→∞ An = A

◦ Рассмотрим:

|f(x) −A| 6 |f(x) − fn(x) + fn(x) −An +An −A| 6

6 |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − An| + |An −A|.

За счет равномерной сходимости ∀x ∈ A:

|f(x) − fn(x)| < ε

3
.
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За счет существования limx→t f(x) = An:

|f(x) −An| <
ε

3
.

Т.к. limn→∞ An = A, то:

|An −A| < ε

3
.

lim
x→t

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(

lim
x→t

fn(x)
)

.

Если x принадлежит окрестности t, то:

|f(x) −A| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Это означает, что limx→t f(x) = A.

Следствие 2.8.8 (Теорема о непрерывности предельной точки).

. Если fn(x) ⇒ f(x) на E ⊂ R и fn(x) — непрерывна на E, то f(x) —
непрерывна на E.

. Доказательство.

◦ Если fn(x) непрерывна в точке t ∀n, то ∃ limx→t fn(x) = An ∀n.
Следовательно, по теореме о предельном переходе:

lim
x→t

f(x) = lim
x→t

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(

lim
x→t

fn(x)
)

Следствие 2.8.8.1.

Если функциональный ряд fn(x) (fn(x)— непрерывна) сходится равно-
мерно на множестве E ⊂ R, то S(x) =

∑∞
n=0 fn(x) определена и S(x)

непрерывна на E.

Пример 2.8.8.2 (Не непрерывной, сходящейся неравномерно функции).

. [0, 1], xn, f(x) =

{

0, x < 1;

1, x > 1.
— не непрерывная, сходимость — неравно-

мерная.
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Теорема 2.8.9 (о равномерной сходимости и интегрируемости по Риману).

. Пусть

fn(x) — последовательность функций, интегрируемых по Риману на
[a, b]. Предположим, что fn(x) ⇒ f(x) на [a, b].

. Тогда

1. f(x) — интегрируема на [a, b];

2. limn→∞
(∫ b

a fn(x) dx
)

=
∫ b

a (limn→∞ fn(x)) dx =
∫ b

a f(x) dx.

. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0. Выберем η η · |b − a| < ε
3 . Из равномерной сходимости

следует, что ∃M ∀n > M :

|fn(x) − f(x)| < η ∀x ∈ [a, b]. (∗)

Пусть n > M, ξ — некоторое разбиение. По теореме Дарбу из того,
что fn — интегрируема по Риману, следует, что S(ξ, fn)−s(ξ, fn) < ε

3 .

Из (∗) следует, что fn(x) − η 6 f(x) 6 fn(x) + η.

S(ξ, f) 6 S(ξ, fn) + S(ξ, η) 6 S(ξ, fn) +
ε

3
.

Аналогично:
s(ξ, f) > s(ξ, fn) − ε

3
.

Отсюда:

S(ξ, f) − s(ξ, f) 6 S(ξ, fn) − s(ξ, fn) +
ε

3
+
ε

3
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Следовательно, f — интегрируема по Риману.

◦ Т.к. функция интегрируема по Риману, то:
∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx −
∫ b

a

fn(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
6

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

(f(x) − fn())dx

∣
∣
∣
∣
∣
6

6

∫ b

a

|f(x) − fn(x)|dx 6 из (∗) 6

∫ b

a

ηdx = |b− a|.

∀ε ∃N
∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

fn(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
< ε.

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx −
∫ b

a

f(x)dx.

Лекции по математическому анализу http://MFH.gorodok.net/

Стр. 50 MFH Corporation Глава 2. Функциональные ряды и последовательности

Замечание 2.8.9.1 (Условие, что отрезок [a, b] ограничен — по существу!).

Рассмотрим fn(x) =
n

x2 + n2
— определены на (−∞,+∞), fn(x) → 0

(поточечно).

Докажем, что fn(x) ⇒ 0.

Mn = sup
x∈R

|fn(x) − 0| = sup
x∈R

n

x2 + n2
=

1

n

lim
n→∞

Mn = lim
n→∞

1

n
= 0 ⇒

⇒ fn(x) ⇒ 0на всем R по теореме Вейерштрассе
∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ +∞

−∞
0dx = 0

∫ +∞

−∞
fn(x)dx =

∫ +∞

−∞

n

x2 + n2
dx =

∫ +∞

−∞
(arctan

x

n
)′dx =

lim
x→+∞

arctan
x

n
− lim

x→−∞
arctan

x

n
=
π

2
+
π

2
= π

Получаем контрпример, т.е.:

∫ +∞

−∞
fn(x)dx = π, lim

n→∞=π
.

Теорема 2.8.10 (Равномерная сходимость и дифференцируемость).

. Пусть

fn(x) — последовательность дифференцируемых на [a, b] функций та-
кая, что ∃ точка x0 ∈ (a, b) fn(x0) — сходится. Если последовательность
f ′

n(x) — сходится равномерно на [a, b], то:

. Тогда

1. fn(x) — сходится равномерно на [a, b] к f(x);

2. f ′(x) существует на [a, b] и limn→∞ = f ′(x) = (limn→∞ fn(x))′.

. Доказательство.
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Пусть ε > 0. Выберем N ∀n,m > N |fn(x0) − fm(x0)| < ε
2 . Это воз-

можно, т.к. fn(x0) — сходится, а значит fn(x0) — последовательность
Коши.

∀t ∈ [a, b] можно выбрать N1 ∀m,n > N1 |f ′
m(t)−f ′

n(t)| < ε

2|b− a|,
т.к. fn(x), fm(x) — сходятся равномерно.

Рассмотрим fm(x) − fn(x). Очевидно, что эта функция дифферен-
цируема на [a, b].

Рассмотрим:

|fm(x) − fn(x) − (fm(t) − fn(x0)| 6

|x− t|(f ′
m(θ) − f ′

n(θ))θ∈[a,b] 6 из формулы Лагранжа 6

|x− t| ε

2|b− a| 6
ε

2
т.к. |x− t| 6 |b− a|

(2.8.1)

◦

|fn(x) − fm(x)| 6

6 |fn(x) − fm(x) − (fn(x0) − fm(x0)) + (fn(x0) − fm(x0))| 6

|fn(x) − fm(x) − fn(x0) − fm(x0)| + |fn(x0) − fm(x0| 6
ε

2
+
ε

2
6 ε.

Следовательно, |fn(x)−fm(x)| — удовлетворяют критерию Коши
для равномерной сходимости ⇒ fn(x) ⇒ f(x).

◦ Пусть x ∈ [a, b]. Рассмотрим ϕn(t) =
fn(x) − fn(t)

x− t
, определенную на

[a, b]\{x}:

lim
n→∞

ϕn(t) =
1

x− t
lim(fn(x) − fn(t)) =

1

x− t
(f(x) − f(t))

(т.к. пределы сущ-ют из 1-го утв-ия)

lim
t→x

ϕn(t) lim
t→x

fn(x) − fn(t)

x− t
= f ′

n(x)

(следует из дифф-ти fn(x) в точке x)

Рассмотрим:

|ϕn(t) − ϕm(t)| 6
︸︷︷︸

(согласно (2.8.1))

|x− t| ε

2|b− a|

⇒
∣
∣
∣
∣

ϕn(t) − ϕm(t)

x− t

∣
∣
∣
∣
6

ε

2|b− a| ∀x ∈ |b − a|\{x}

Отсюда следует, что в неравенстве можно перейти к пределу t→
x (по теореме о предельном переходе 2.8.7.
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Теорема 2.8.11 (Вейерштрасса о равномерном приближении).

. Пусть

Функция f(x) — непрерывна на [a, b].

. Тогда

Существует такая последовательность полиномов Pn(x), что Pn(x) ⇒

f(x) на [a, b], при n→ ∞. Это означает limn→∞ Pn(x) = f(x).

. Доказательство.

◦ Упростим:

X Вместо [a, b] рассмотрим отрезок [0, 1] т.к. y = k · x + b и при
такой замене многочлен перейдет в многочлен.

X f(0) = 0, f(1) = 0, g(x) = f(x) − f(0) − x · (f(1) − f(0)). Т.о.,
g(0) = 0, g(1) = 0.

Таким образом: f(x) — непрерывна на [0, 1], f(0) = f(1) = 0,

f(x) =

{

f(x), x ∈ [0, 1]

0, x 6∈ [0, 1]

Значит, f(x) — определена на R, f(x) — непрерывна на R, f(x)
— равномерно непрерывна на [0, 1] по теореме Кантора ⇒ f(x)
— равномерно непрерывна на R.

◦ Введём Qn(x) = Cn(x) · (1 − x2)n и потребуем, чтобы удовлетворяла
следующим условиям: равна нулю для |x| > 1, Cn ·(1−x2)n−|x| < 1 и
∫ 1

−1
Qn(t) dt = 1 ⇒ Cn = 1

R

1

−1
(1−x2)n dx

, Qn — „шапочка“ или „Дельта

последовательность“.
∫ 1

−1
(1 − x2)n dx = 2 ·

∫ 1

0
(1 − x2)n dx > 2 ·

∫ 1/
√

n

0
(1 − x2)n dx >

> (неравенство Бернулли)2 ·
∫ 1/

√
n

0
(1 − n · x2) dx = 2 ·

(

x− nx3

3

)∣
∣
∣

1/
√

n

0
= 2 ·

·
(

1√
n
− 1

3·√n

)

· 4
3·√n

⇒ Cn <
√
n.

◦ Пусть σ > 0 — произвольно, тогда:

0 6 Qn(x) 6
√
n · (1 − δ2)n − ∀x δ < |x| 6 1.

lim
n→∞

(
√
n · (1 − δ2)n) = 0 ⇒ (Теорема Вейерштрасса 2.8.5)Qn(x) ⇒ 0

на интервале [−1,−δ] ∪ [δ, 1], т.к. (1 − δ2)n → 0.
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◦ Pn(x) =
∫ 1

−1 f(x+ t) ·Qn(t) dt— нужный многочлен. Докажем, что
это вообще-то многочлен: рассмотрим f(x + t) : если (x + t) > 1,
то f(x + t) = 0; а если (x + t) < 0, то f(x + t) = 0 ⇒ t ∈ [−x, 1 −
x] ⇒ Pn(x) =

∫ 1−x

−x
f(x+ t) ·Qn(t) dt =(x+t=u)

∫ 1

0
f(u) ·Qn(u− x) du.

Заметим:

Qn(u − x) = Cn · (1 − (u− x)2)n = Cn ·
∑

`

(
C`

n · (u− x)2` · (−1)`
)

=

= Cn ·
∑

k

(xk · φk(u)),

где φk(u) — многочлен по u, следовательно:

∫ 1

0

f(u) ·Qn(u − x) du =

∫ 1

0

f(u) ·
∑

k

φk(u) du =

=
∑

k

xk ·
∫ 1

0

f(u) · φk(u) du =
∑

k

αk · xk = Pn(x) ⇒ Pn(x)

— многочлен.

◦ Pn(x) ⇒ f(x) : пусть ε > 0, тогда существует δ > 0 такая, что из
|x − y| < δ следует, что |f(x) − f(y)| < ε

2 − ∀x, y ∈ R — из равномер-
ной непрерывность f(x). Введём M = supx∈R

|f(x)| — в силу теоремы
Вейерштрасса о максимуме/минимуме: M <∞.

Вычислим:

|Pn(x) − f(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ 1

−1

f(x+ t) ·Qn(t) dt− f(x) ·
∫ 1

−1

Qn(t) dt

∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣

∫ 1

−1

(f(x+ t) − f(x)) ·Qn(t) dt

∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ −δ

−1

(. . .) dt+

∫ δ

−δ

(. . .) dt+

∫ 1

δ

(. . .) dt

∣
∣
∣
∣
∣
6

6

∣
∣
∣
∣
∣

∫ −δ

−1

(. . .) dt

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

∫ δ

−δ

(. . .) dt

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫ 1

δ

(. . .) dt

∣
∣
∣
∣
6

6

∫ −δ

−1

| . . . | dt+

∫ δ

−δ

| . . . | dt+
∫ 1

δ

|f(x+ t) − f(x)| ·Qn(t) dt;

X
∫

−1
−δ|f(x+ t) − f(x)| ·Qn(t) dt 6 2M ·

∫

−1
−δQn(t) dt 6 2M ·

·
∫

−1 −δ
√
n · (1 − δ2)n dt = 2M · √n · (1 − δ2)n ·

∫ −δ

−1 dt 6 2M · √n ·
· (1 − δ2)n
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X

∫ δ

−δ

|f(x+ t) − f(x)| ·Qn(x) dt 6

6 (в силу непрерывности)
ε

2
·
∫ δ

−δ

Qn(t) dt 6
ε

2
·
∫ 1

−1

Qn(t) dt =
ε

2
.

⇒ |Pn(x)−f(x)| 6 2·(2M ·√n·(1−δ2)n)+ ε
2 , а т.к. 4M ·√n·(1−δ2)n → 0,

при n→ ∞, то ∃M ∀n > M : 4M ·√n·(1−δ2)n < ε
2 ⇒ |Pn(x)−f(x)| 6

6 ε
2 + ε

2 = ε ⇒ ∀ε > 0: ∃M ∀n > M и ∀x ∈ R : |Pn(x) − f(x)| < ε ⇒
⇒ Pn(x) ⇒ f(x).

2.9 Степенные ряды

ОПР 2.9.1 (степенного ряда).

Пусть дан ряд
∑∞

k=0 ϕk(x), где ϕk(x) = akx
k. В этом случае ряд называ-

ется степенным и записывается:
∑∞

k=0 akx
k.

Замечание 2.9.1.1.

У степенного ряда всегда есть точка сходимости. Это точка x = 0.

ОПР 2.9.2 (степенного ряда центрирования).

Ряд
∑∞

k=0 ak(x−x0)
k называется степенным рядом центрирования в точке

x0.

Лемма 2.9.3 (Первая лемма Абеля о степенных рядах).

. Если степенной ряд
∑

lim∞
n=0 an · xn сходится в точке x0 6= 0, то ∀x |x| <

|x0| — ряд сходится абсолютно.

. Доказательство.

◦ Пусть x0 — точка сходимости ряда. Пусть ряд
∑∞

n an · xn
0 — сходится,

тогда в силу необходимого признака сходимости: limn→∞ an · xn
0 =

0 ⇒ последовательность {an · xn
0 }— ограничена (из теоремы о том,

что любая сходящаяся последовательность ограничена)

⇒ ∃M ∀n : |an · xn
0 | 6 M.
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◦ Рассмотрим ряд
∑

n anx
n =

∑

n anx
n
0 ( x

x0
)n. Проверяем на абсолют-

ную сходимость:

∑

n

|anx
n| =

∑

n

|an| · |x|n =
∑

n

|an| · |x0|n · | x
x0

|n

|an| · |x0|n · | x
x0

|n 6 M · | x
x0

|n

| x
x0

| = q

Т.к. |x| < |x0| ⇒ q < 1 ⇒ ряд
∑

nM · | x
x0
|n = M

∑

n | x
x0
|n = M

∑

n q
n

— сходится как геометрическая прогрессия, т.к. q < 1.

Следовательно, по теореме Вейерштрасса ряд
∑

n anx
n сходится

абсолютно.

Следствие 2.9.4 (Расходимость ряда).

. Пусть в точке x0 6= 0 ряд
∑

n anx
n
0 расходится, тогда ∀x |x| > |x0| ряд

расходится.

. Доказательство.

От противного: если сходится, то сходится и в x0.

Следствие 2.9.5 (Структура области сходимости).

. Для любого степенного ряда : ∃R > 0 ∀x : |x| < R— ряд сходится абсо-
лютно; ∀x |x| > R— расходится, а если |x| = R— всё, что угодно.

Если R = 0, то ряд сходится только в точке x0, а если R = ∞, то ряд
сходится всюду. R — радиус сходимости ряда.

Что происходит в −R и R требует дополнительного исследования.

Теорема 2.9.6 (О радиусе сходимости).

. Пусть

Дан ряд
∑∞

n=0 an · xn.

. Тогда

R = limn→∞
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣.

. Доказательство.
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◦ Зафиксируем x0 6= 0 — произвольно из R. Рассмотрим
∑∞

n=0 an · xn
0 ,

применим признак Даламбера:

lim
n→∞

|an+1 · xn+1
0 |

|an · xn
0 |

= |x0| · lim
n→∞

∣
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
∣
=
x0

R
(R 6= 0).

|x0|
R

< 1 ⇒ |x0| < R — ряд сходится.

|x0|
R

< 1 ⇒ |x0| < R — ряд расходится.

Если R = 0, то ряд расходится ∀|x0| 6= 0.

Теорема 2.9.7 (О радиусе сходимости).

. Пусть

Дан ряд
∑∞

n=0 an · xn.

. Тогда

R = limn→∞ n
√

|an|.

. Доказательство.

◦ То же самое, о вместо Даламбера — радикальный признак Коши.

Лемма 2.9.8 (Вторая лемма Абеля).

. Пусть

Замкнутый интервал [α, β] ∈ (−R,R).

. Тогда

Степенной ряд
∑

n anx
n сходится равномерно на [α, β].

. Доказательство.

◦ Пусть γ = max(|α|, |β|). Ясно, что 0 < γ < R.

По первой лемме Абеля 2.9.3
∑∞

n=0 anγ
n — сходится. Если |x| < γ,

то |anx
n| < anγ

n.

Поскольку ряд
∑
anγ

n сходится, то по теореме Вейерштрасса о
равномерной сходимости рядов, ряд

∑

n anx
n сходится равномерно

на интервале |x| 6 γ.

Поскольку интервал [α, β] ⊂ [−γ, γ] ⇒ ряд
∑

n anx
n сходится рав-

номерно на [α, β].
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Следствие 2.9.9 (О непрерывности степенного ряда).

. Пусть

S(x) =
∑

n anx
n, R > 0.

. Тогда

∀x ∈ (−R,R) S(x) — непрерывна.

. Доказательство.

◦ Пусть x ∈ (−R,R), тогда из свойств вещественных чисел следует,
что ∃[α, β] [α, β] ⊂ (−R,R).

По второй лемме Абеля 2.9.8 степенной ряд сходится на [α, β] —
равномерно.

По теореме о равномерной сходимости функциональных рядов
следует, что S(x) — непрерывна на [α, β].

Т.к. x ∈ [α, β], то S(x) — непрерывна.

Теорема 2.9.10 (Об интегрируемости степенного ряда).

. Пусть

S(x) =
∑

n anx
n, R > 0. Пусть [α, β] ⊂ (−R,R).

. Тогда

∫ β

α

S(x)dx =

∫ β

α

∑

n

anx
ndx =

∑

n

an

∫ β

α

xndx =
∑

n

an · β
n+1 − αn+1

n+ 1
.

. Доказательство.

◦ Поскольку [α, β] ⊂ (−R,R), то ряд
∑

n anx
n по второй лемме Абе-

ля 2.9.8 сходится равномерно на [α, β]. очевидно, что функция anx
n

интегрируема по Риману на интервале [α, β] (из теоремы об интегри-
ровании функциональных рядов).

По той же теореме:

∫ β

α

S(x)dx =
∞∑

n=0

∫ β

α

anx
ndx =

∞∑

n=0

an · β
n+1 − αn+1

n+ 1
.
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Следствие 2.9.11 (Радиус сходимости ряда первообразных).

. Пусть

Ряд
∑∞

n=0 an · xn имеет радиус сходимости R > 0.

. Тогда

Ряд из первообразных
∑∞

n=0 an · xn+1

x+1 имеет радиус сходимости, не
меньший, чем R.

. Доказательство.

◦ Пусть x ∈ (−R,R), произвольное r > 0 |x| < r < R.

Т.к. степенной ряд — интегрируемая функция на [0, r] ⊂ (−R,R),
то: ∫ r

0

S(x)dx =
∑

n

∫ r

0

anx
ndx =

∑

n

an · x
n+1

n+ 1
.

∑

n an · xn+1

n+1 — сходится.

Следовательно по первой лемме Абеля 2.9.3 ряд
∑

n an · xn+1

n+1 схо-

дится ∀x |x| < r.

Поскольку r выбрано произвольно на интервале (0, R), то отсюда
следует, что ряд сходится ∀x |x| < R.

Теорема 2.9.12 (О дифференцируемости степенного ряда).

. Пусть

S(x) =
∑

n anx
n, R > 0.

. Тогда

∀x ∈ (−R,R)) функция S(x) — дифференцируема в x, причем, S′(x) =
∑∞

n=1 annx
n−1.

. Доказательство.

ϕn(x) = anx
n.

Надо доказать:

1. ϕn(x) — непрерывна и дифференцируема (очевидно);

2. ряд сходится хотя бы в одной точке (эта точка x = 0);
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3. ряд ϕ′
n(x) = nanx

n−1 сходится равномерно на каком-нибудь мно-
жестве.

◦ Пусть x ∈ (−R,R). Выберем x, r0, r так, чтобы |x|, r0 < r < R. То-
гда ∀x ∈ (−r0, r0) ряд

∑

n anx
n сходится абсолютно и равномерно

(следует из предыдущих теорем) ⇒ ряд
∑

n anr
n — сходится

⇒ lim
n→∞

anr
n = 0

⇒ ∃M ∀n|anr
n| 6 M.

Рассмотрим:

|ϕ′
n(x)| = |nanx

n−1| 6 |nanr
n−1
0 | 6

6 |nan| · rn−1 ·
(r0
r

)n−1

6 Mn
(r0
r

)n−1

Обозначим r0

r = q. Т.о. |ϕ′
n(x)| 6 Mnqn−1.

Рассмотрим
∑

nMnqn−1 = M
∑

n nq
n−1. Докажем, что этот ряд

сходится:

lim
n→∞

(n+ 1)qn

nqn−1
= q lim

n→∞
n+ 1

n
= q < 1

⇒ ряд сходится

⇒ по признаку Вейерштрасса ряд
∑

n ϕ
′
n(x)

сходится равномерно на интервале |x| < r0

⇒ S(x) — дифференцируема на |x| < r0 и S′(x) =
∑∞

n=1 annx
n−1.

Поскольку r0, r выбирались произвольно, то отсюда следует и
∀x ∈ (−R,R).

Следствие 2.9.13 (Следствие 1).

. Радиус сходимости продифференцируемого степенного ряда не меньше,
чем радиус сходимости исходного (следует из построения).

Следствие 2.9.14 (Следствие 2).

. Пусть дан ряд
∑

n anx
n. Сопоставим ему ряды

∑

n nanx
n−1,

∑

n an
xn+1

n+1 .
У всех троих рядов радиусы сходимости одинаковы.
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Глава 3

Метрические пространства

ОПР 3.1 (метрики и метрического пространства).
Пусть M — произвольное множество; отображение ρ : M ×M → R — на-

зывается метрикой, если

1. ∀x, y ∈M : ρ(x, y) > 0;

2. ∀x, y ∈M : ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

3. ∀x, y ∈M : ρ(x, y) = ρ(y, x);

4. ∀x, y, z ∈M : ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y).

Тогда ρ называется метрикой на множество M . M называется метриче-
ским пространством.

Пример 3.1.1 (метрик).

. 1. M = R : ρ(x, y) = |x− y|;
2. M = Rn : ρ1(X,Y ) = maxi∈[1,...,n] xi − yi, где X = (x1, x2, . . . , xn),

Y = (y1, y2, . . . , yn).

3. M = Rn : ρ2(X,Y ) =
√∑n

i=1 (xi − yi)2.

УТВ 3.2 (Подмножества метрических пространств).

. Если M — метрическое пространство, то ∀S ⊆ M, S — метрическое про-
странство.

3.3 Дополнительные свойства метрики

61
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3.3.0.1 Свойство 1 (Неравенство „ломанной“)

. Пусть

x1, x2, . . . , xn ∈M,

. Тогда

ρ(x1, x2, . . . , xn) 6 ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + . . .+ ρ(xn−1, xn).

. Доказательство.

◦ Очевидно из основного свойства 4 определения 3.1.

3.3.0.2 Свойство 2 (Неравенство параллелограмма)

. Пусть

x, y, z, u ∈M.

. Тогда

|ρ(x, y) − ρ(z, u)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, u).

. Доказательство.

◦ Из свойства 1

ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, u) + ρ(u, y) ⇒

⇒
{

ρ(x, y) − ρ(z, u) 6 ρ(x, z) + ρ(u, y);

ρ(z, u) − ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(u, y).
⇒

⇒ ρ(x, y) − ρ(z, u) > −(ρ(x, z) + ρ(u, y)).

3.3.0.3 Свойство 3 (Второе неравенство треугольника)

. Пусть

x, y, z ∈M.

. Тогда

|ρ(x, y) − ρ(z, y)| 6 ρ(x, z).

. Доказательство.

◦ В свойстве 2 положим u = y.
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3.3.1 Последовательности

ОПР 3.3.1.1 (последовательности).
Последовательностью в метрическом пространстве M — называется лю-

бое отображение φ : N ∈M .

ОПР 3.3.1.2 (сходимости последовательности).
Будем говорить, что последовательность xn точек из метрического про-

странства сходится к a ∈ M , если последовательность bn = ρ(xn, a) → 0,
при n→ ∞.

Лемма 3.3.1.3 (Единственность предела).

. Пусть

Последовательность xn — имеет предел в M .

. Тогда

Этот предел — единственный.

. Доказательство.

◦ Пусть xn
ρ→ p и xn

ρ→ q, рассмотрим расстояние 0 < ρ(p, q) 6

6 ρ(p, xn)+ρ(xn, q), т.к. limn→∞ ρ(p, xn) = 0, то 0 < ρ(p, q) 6 0+0 = 0.
ПРОТИВОРЕЧИЕ.

ОПР 3.3.1.4 (Последовательность Коши).
Последовательность xn ⊂ M — называется последовательностью Коши,

если

∀ε > 0: ∃R ∀n, m > R : ρ(xn, xm) < ε.

Лемма 3.3.1.5 (О сходящейся последовательности).

. Всякая сходящаяся в M последовательность является последовательно-
стью Коши. ОБРАТНОЕ НЕВЕРНО.

. Доказательство.

◦ ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, y) + ρ(y, xm), где y = limn→∞ xn. Т.к. последова-
тельность xn — сходится, то ∃R ∀n > R : ρ(xn, y) < ε

2 . Если n >
R, m > R, то ρ(xn, xm) < ε

2 + ε
2 = ε.
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ОПР 3.3.1.6 (Специального множества).

Bra = {x ∈M ρ(x, a) < r} открытый шар радиуса r с центром a.

Bra = {x ∈M ρ(x, a) 6 r} закрытый шар радиуса r с центром a.

Sra = {x ∈M ρ(x, a) = r} сфера радиуса r с центром a.
B 1

n
a, n ∈ N стандартная шаровая окрестность точки a.

ОПР 3.3.1.7 (Ограниченности множества).
Будем говорить, что S ⊆M — ограничено, если
∃K ∈ R ∀x, y ∈ S : ρ(x, y) 6 K. В частности K = supx, y∈S ρ(x, y) =

diam(S)

ОПР 3.3.1.8 (Неограниченного множества).
Будем говорить, что S ⊆M — не ограничено, если
∀k ∈ N : ∃x, y ∈ S ρ(x, y) > k.

ОПР 3.3.1.9 (предельной точки).
Пусть S ⊆ M . Будем говорить, что a ∈ M — предельная точка S, если

∀ε > 0: ∃Bε(a) Bε(a) ∩ (S r {a}) 6= ∅.

ОПР 3.3.1.10 (точки прикосновения).
Пусть E ⊆ M — метрическое пространство, тогда a ∈ M называется

точкой прикосновения множества E, если ∀ε Bε(a) ∪ E = ∅.

Лемма 3.3.1.11 (Характеризация предельных точек).

. a— является предельной точкой S ⊆ M ⇔ существует последователь-

ность xn ∈ S ∀n : xn 6= a, xn
ρ→ a.

. Доказательство.

◦ (⇒): Пусть B 1
n
(a) ∩ (S r {a}) 6= ∅, тогда

xn ∈ B 1
n
(a) ∩ (S r {a}). ρ(xn, a) 6 1

n ⇒ limn→∞ ρ(xn, a) = 0.

◦ (⇐): Пусть существует сходящаяся xn, тогда limn→∞ ρ(xn, a) = 0,
значит ∀ε > 0: ∃k ∀n > k : ρ(xn, a) < ε, т.к. xn ∈ Bε(a), xn 6= a, то
(S r {a}) ∩Bε(a) 6= ∅.

ОПР 3.3.1.12 (области).
S ⊆M — называют открытым (областью), если ∀a ∈ S : ∃ε > 0 Bε(a) ⊆ S.

Следствие 3.3.1.13 (Br(a) — открыто).

. Br(a) — открыто
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ОПР 3.3.1.14 (замкнутого множества).
S ⊆M — называется замкнутым, если M r S — открыто.

ОПР 3.3.1.15 (Полного метрического пространства).
Метрическое пространство M — называется полным, если всякая после-

довательность Коши имеет предел в M .

Пример 3.3.1.16 (К определению).

. R с метрикой ρ(x, y) = |x− y|— полное метрическое пространство.

Лемма 3.3.1.17 (О метриках в Rn).

. ∀x, y ∈ Rn : ρ1(x, y) 6 ρ2(x, y) 6
√

(n) · ρ1(x, y).

. Доказательство.

◦ |xk−yk|2 6
∑n

i=1 (xki − yki)
2 ⇒ |xk−yk| 6

√

(
∑n

i=1 |xki − yki|2)−∀k =

1, 2, . . . , n.⇒ maxk=1, ..., n |xk − yk| 6
√

(
∑n

i=1 |xki − yki|2).
◦

n∑

j=1

|xj − yj |2 6

n∑

i=1

max
k=1, ..., n

|xk − yk|2 =

= n · max
k=1, ..., n

|xk − yk|2 ⇒ ρ2(x, y) 6
√
n · ρ1(x, y).

3.3.1.18 Обозначение

. xk ∈ Rn : ~x1 = (x11, x12, . . . , x1n), ~x2 = (x21, x22, . . . , x2n), . . . ; ~x1 =
(xt1, xt2, . . . , xtn); . . .⇒ xk ∈ Rn

Это означает, что это — последовательность Коши относительно мет-
рики ρ2, т.е. ∀ε > 0: ∃δ ∀l,m > δ : ρ2(xl, xm) =

√∑n
i=1 (xli − xmi)2 < ε.

УТВ 3.3.1.19 (Свойства сходимости).

. Если последовательность ~xk — сходится к вектору ~x0 в Rn относительно
метрики ρ2, то это означает, что ∀i : ∃ liml→∞ xli = x0i и наоборот: ес-
ли существует liml→∞ xli = x0i, то последовательность xl — сходится в
метрике ρ2.

. Доказательство.

◦ Получается немедленно из леммы.
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X (⇒): Пусть ~xl — сходится к ~x0 в ρ2, тогда
ρ1(~xl, ~x0) = maxk |xlk − x0k| 6 ρ2(~xl, ~x0) < ε— начиная с некото-
рого номера,
⇒ maxk |xlk − x0k| < ε ⇒ |xlk − x0k| < ε— эта последователь-
ность сходится.

X (⇐): Очевидно.

Следствие 3.3.1.20 (Полнота Rn).

. Пространство Rn — полно, относительно метрики ρ2.

. Доказательство.

◦ Если xl — последовательность Коши, то xli, где i = 1, 2, . . . , n— так-
же являются последовательностями Коши в R. Т.к. R — полно, сле-
довательно существует предел x0i−∀i = 1, 2, . . . , n. Отсюда следует,
в силу полноты (x01, x02, . . . , x0n) — предел xl, относительно метри-
ки ρ1. Значит наше пространство полно, а в силу неравенства этот
предел относительно ρ2.

3.4 Компактные множества

ОПР 3.4.1 (компактного множества).
Пусть M — метрическое пространство, подмножество S пространства

M — называется компактным, если для каждой ограниченной последователь-
ности xn ∈ S можно выбрать сходящуюся в S подпоследовательность (т.е.
предел сходящейся подпоследовательности принадлежит S).

Пример 3.4.2 (К определению).

. Множество [a, b] ⊆ R — компактно, так как в силу теоремы Вейерштрас-
са можно выбрать сходящуюся подпоследовательность и отрезок — за-
мкнут.

Лемма 3.4.3 (Полнота компактных множеств).

. Всякое компактное подмножество S метрического пространстваM — пол-
но.

. Доказательство.
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◦ Пусть xn — последовательность Коши в S, x0 — предельная точка,
тогда xn → x0 в смысле метрики ρ1, которая там есть. Пусть ε > 0,
тогда выберем p и q такие, что ρ(xp, xq) < ε

2 − ∀p, q, начиная с

некоторого номера. Т.к. xn
ρ→ x0, то начиная с некоторого номе-

ра ρ(xq, x0) <
ε
2 (следует из сходимости) ⇒ ρ(xp, x0) 6 ρ(xp, xq) +

ρ(xq, x0) <
ε
2 + ε

2 = ε ⇒ x0 — предел любой подпоследовательности
⇒ S — полно.

Следствие 3.4.3.1 (Замкнутость компактных множеств).

. Компактное множество замкнуто.

. Доказательство.

◦ Пусть x0 — предельная точка множества S, тогда шар B 1
n
x0 ∩ (S r

{x0}) 6= ∅; xn ∈ B 1
n
x0 ∩ (S r {x0}), стало быть xn → x0, а т.к. S —

компактное, то x0 ∈ S (т.к. любая сходящаяся подпоследователь-
ность должна иметь предел в S)

Лемма 3.4.4 (Ограниченность компактного подмножества).

. Всякое компактное подмножество S во множестве M — ограничено.

. Доказательство.

◦ От противного: пусть S — не ограничено, тогда в силу не ограничен-
ности существует точка x1 ρ(x0, x1) > 1. Построим последователь-

ность x2, x3, . . . , xn таких, что ρ(xn+1, xn) >
∑n−1

k=1 ρ(xk, xk+1), это
неравенство гарантирует, что точки xn — различные. Отсюда следу-
ет, что ∀p, q, (в силу дополнительных свойств метрики) ρ(xp, xq) > 1,
где p 6= q ⇒ мы получили последовательность x1, x2, . . . , xn xi ∈ S
и такая последовательность не имеет предела, т.к. нарушено условие
Коши ⇒ противоречие ⇒ S — компактно.

Следствие 3.4.4.1 (Замкн-ть и огран-ть компактного множества).

. Если S — компактно, то он замкнуто и ограничено; вообще говоря обрат-
ное неверно.

. Доказательство.
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◦ Я вам дать не могу, знаний не хватает.

ОПР 3.4.5 (ε-сети).
Пусть M — метрическое пространство, S ⊆ M ; B ⊆ M B — называется

ε-сетью множества S, если ∀x ∈ S : ∃y ∈ B ρ(x, y) < ε, или по другому: S ⊆
⊆
⋃

y∈B Bε(y).

Теорема 3.4.6 (Хаусдорфа о критерии компактности).

. S ⊆ M — компактно ⇔ ∀ε > 0: существует конечная ε-сеть Uε („очень
важный критерий“).

. Доказательство.

◦ (⇒): пусть S — компактно, ε > 0, x1 ∈ S, тогда выберем множество
U1 = {x ρ(x, x1) < ε}. Пусть x2 x2 6∈ U1, тогда выберем множество
U2 = {x ρ(x, x2) < ε}. Строим по индукции: U1, U2, . . .. Если при
каком-нибудь r— множество покрывает S, то нужное покрытие —
ε-сеть. Если не существует, получаем:

x1, x2, . . . , xn − ∀p, q ρ(xp, xq) > ε, p 6= q, но x1, x2, . . . , xn — не
является сходящейся, что противоречит компактности.

◦ (⇐): Пусть ∀ε— существует ε-сеть, x0 ∈ S, ε > 1, x1 такой, что
ρ(x0, x1) < 1. Выберем

ε =
1

2
x2 : ρ(x0, x2) <

1

2
; . . . ; ε =

1

2k
,

xk ρ(x0, xk) <
1

2k
. x1, x2, . . . , xk ∈ S

и xn → x0 в смысле метрики ρ.

ОПР 3.4.7 (открытого покрытия).
Пусть Uα — открытое в M (семейство открытых множеств). Будем го-

ворить, что Uα — открытое покрытие множества S, если S ⊆ ⋃α∈I Uα.

Следствие 3.4.7.1 (условие компактности).

. S — компактно ⇔ для любого открытого покрытия множества S — можно
выбрать конечное подпокрытие.

. Доказательство.

◦ S, x ∈ S, ∀ε > 0 рассмотрим Bε(x) — открыто по определению ⇒
⇒ (очевидно) ⊂

⋃

x∈S Bε(x).
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Следствие 3.4.7.2 (компактность ограниченных и замкнутых множеств).

. Всякое замкнутое, ограниченное подмножество в Rn — компактно.

. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0, тогда выберем всевозможные точки с разными коорди-
натами. Т.к. у нас сходимость эквивалентна сходимости по коорди-
натам, то ∀ε : ∃(x1, x2, . . . , xn) xi ∈ Q ⇒ предъявим ∀ε— конечную
ε-сеть, т.е. существует шар с каким-то радиусом, который покрывает
множество.

3.5 Непрерывность

Пусть (M1, ρ1) и (M2, ρ2) — два метрических пространства. Пусть f : M1 →
→M2.

ОПР 3.5.1 (1 непрерывной в предельной точке функции).
Будем говорить, что f — непрерывная в т. ~p0 (предельная точка M1), если

для любой последовательности Pn ⊂ M1 : pn 6= ~p0 и pn
ρ1→ ~p0 имеет место:

f(pn)
ρ2→ f(~p0).

ОПР 3.5.2 (2 непрерывной в предельной точке функции).
Будет говорить, что f — непрерывная в ~p0 (предельная точка M1), если

∀ε > 0 − ∃δ > 0: ρ1(x, ~p0) < δ ⇒ ρ2(f(x), f(~p0)) < ε.

. . .

ОПР 3.5.3 (Сжимающего отображения).

Пусть φ : M
ρ→ M. Будем говорить, что φ— сжимающее отображение,

если ∀x, y ∈M : ρ(φ(x), φ(y)) 6 q · ρ(x, y), где q < 1.

Лемма 3.5.4 (Непрерывность сжимающего отображения).

. Всякое сжимающее отображение — непрерывно

. Доказательство.

◦ УПР.

Теорема 3.5.5 (О неподвижной точке).
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. Пусть

M — полное метрическое пространство

(всякая последовательность Коши имеет предел); f : M → M и f —
сжимающее отображение.

. Тогда

Существует единственная неподвижная точка отображения f (т.е.

∃x : f(x) = x).

. Доказательство.

◦ Единственность: пусть x1 и x2 ∈ R — две разные неподвижные точки,
тогда x1 = f(x1) и x2 = f(x2). Рассмотрим

ρ(x1, x2) = ρ(f(x1), f(x2)) 6 q · ρ(x1, x2) ⇒ (1 − q) · ρ(x1, x2) 6 0,

но т.к. 0 6 q < 1 ⇒ 0 6 ρ(x1, x2) 6 0 ⇒ ρ(x1, x2) = 0 ⇒ x1 = x2 из
свойств метрики.

◦ Конструкция: пусть x1 ∈ M — произвольная точка, построим по-
следовательность x1, x2, . . . , xn, . . . по следующему правилу: x2 =
f(x1), x3 = f(x2), . . . , xm = f(xm), . . . . Пусть ` = ρ(x1, x2), а
q < 1 — показатель сжатия, рассмотрим

ρ(xn, xn+1) = ρ(f(xn−1), f(xn)) 6 q · ρ(xn−1, xn) =

= q · ρ(f(xn−2), f(xn−1)) 6 q2 · ρ(xn−2, xn1) 6 . . .

6 gn−1 · ρ(x1, x2) = qn−1 · `.

ρ(xn, xn+k) 6 (используя дополнительные свойства метрики) 6 ρ(xn, xn+1) +

ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+k−1, xn+k) 6 qn−1 · `+ gn · `+ . . .+ qn+k−2 ·
· ` = qn−1 · ` · (1 + q + . . . + qk−1) = qn−1 · ` · 1−qk

1−q 6 ` · qn−1

1−q ⇒
⇒ последовательность— является последовательностью Коши, т.к.
∀ε : ∃k ∀n,m > k : ρ(xn, xm) < ε.

Считаем n > m, ρ(xn, xm) 6 ` · qn−1

1−q , но т.к. limn→∞ ` · qn−1

1−q = 0,

т.к. 0 < q < 1 ⇒ ∃k : ∀n > k : ` · qn−1

1−q < ε⇒ верно.

Т.к. x1, x2, . . . , xn — последовательность Коши, а пространство
M — полно, то ∃x0 ∈ M xn → x0. Учитывая, что xn+1 = f(xn) ⇒
⇒ xn+1

ρ→ x0, а f(xn)
ρ→ f(x0), т.к. f — непрерывная в силу леммы

о непрерывности сжимающего отображения 3.5.4 на стр. 69 ⇒ x0 =
f(x0) ⇒ x0 — неподвижна.
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Глава 4

Функции многих переменных

ОПР 4.1 (нормы).
∀n ∈ N : Rn = R × R × . . .× R

︸ ︷︷ ︸

n

— n-мерное арифметическое пространство.

~x = (x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R, ~x ∈ Rn, ~0 = (0, 0, . . . , 0), ~y = (y1, y2, . . . , yn),
~z = ~x+ ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

В Rn определена операция сложения, относительно которой Rn — абелева
группа по сложению.

Пусть λ ∈ R, тогда определено λ~x = (λx1, . . . , λxn).
В Rn существует отображение, называемое нормой:

‖~x‖n =

√
√
√
√

n∑

i=1

|xi|2.

~ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) (i = 1, . . . , n) назовём базисными векторами:

~x = x1 ~e1 + x2 ~e2 + . . .+ xn ~en

4.2 Свойства нормы:

. 1. ∀~x ∈ Rn : ‖~x‖n > 0, причём ‖x‖n = 0 ⇔ ~x = ~o (очевидно из определе-
ния);

2. ∀λ ∈ R, ∀~x ∈ Rn : ‖λ · ~x‖n = |λ| · ‖~x‖n — однородность нормы (оче-
видно из определения);

3. ∀~x, ~y ∈ Rn : ‖~x + ~y‖n 6 ‖~x‖n + ‖~y‖n — следует из неравенства Мин-
ковского*, при p = 2.

*Гласит о том, что при p > 1 выполняется:
`
Pn

i=1 |xi + yi|
p

´1/p
6

`
Pn

i=1 |xi|
p

´1/p
+

`Pn
i=1 |yi|

p
´1/p
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Т.о. Rn снабжено структурой нормированного пространства.

ОПР 4.3 (скалярного произведения).
В Rn есть структура евклидового пространства. ∀~x, ~y ∈ Rn определено

отображение <,> : Rn × Rn → R по правилу:

< ~x, ~y >=

n∑

i=1

xiyi.

Это называется скалярным произведением.

4.4 Свойства скалярного произведения

. 1. < ~x, ~y) >=< ~y, ~x >— симметричность;

2. ∀λ, µ ∈ R, ∀~x, ~y, ~z ∈ Rn :

(λ · ~x+ µ · ~y, ~z) = λ · (~x, ~z) + µ · (~y, ~z)

— билинейность;

3. | < ~x, ~y > | 6 ‖~x‖n · ‖~y‖n

— это следует из неравенства Коши-Буняковского*.

ОПР 4.5 (метрики).
В Rn введём метрику ρ(~x, ~y) по правилу:

ρ(~x, ~y) = ‖~x− ~y‖.

То, что это метрика - доказать самостоятельно.

ОПР 4.6 (непрерывность отображения в точке).
Пусть F : Rn → Rm. Будем говорить, что отображение F непрерывно в

точке ~x0 ∈ Rn если F непрерывно в точке x0 как отображение метрических
пространств (Rn, ‖ ‖n) в (Rm, ‖ ‖m).

Пусть F : Rn → Rm. Тогда любому набору (x1, x2, . . . , xn) сопоставляется
набор (y1, y2, . . . , ym). Т.е. определено отображение Fj : (x1, . . . , xn) → yj (j =
1, . . . ,m).

Т.о.:

yj = Fj(x1, . . . , xn) (j = 1, . . . ,m)

Fj : Rn → R — координатное отображение.

*Гласит о том, что ∀~x, ~y :
˛

˛

Pn
i=1 xi · yi

˛

˛ 6

q

Pn
i=1 |xi|

2 ·
q

Pn
i=1 |yi|

2.
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4.7 Линейные отображения

ОПР 4.7.1 (линейного отображения).
Пусть F : Rn → Rm, F — называется линейным отображением, если
∀~x, ~y ∈ Rn, ∀λ имеет место:

• F (~x + ~y) = F (~x) + F (~y); — линейность

• F (λ · ~x) = λ · F (~x) — однородность В частности, F (vec0) = vec0.

Лемма 4.7.2 (линейность суперпозиции линейных отображений).

. Пусть

F : Rn → Rm и G : Rm → Rl, F и G — линейные отображения

. Тогда

G ◦ F : Rn → Rl — тоже линейное отображение.

. Доказательство.

Из алгебры.

УТВ 4.7.3 (О представлении решения).

. Пусть F : Rn → Rm — линейное отображение, тогда существует такой
набор векторов ~a1, ~a2, . . . , ~an ∈ Rm, что F (~x) = x1 ·~a1 + x2 ·~a2 + . . .+ xn ·
· ~an. Причём ~ai = F (~ei), i = 1, . . . , n.

Следствие 4.7.3.1 (матрица линейного отображения).

Всякому линейному отображению F : Rn → Rm соответствует матрица
размера m× n:

(~a1, ~a2, . . . , ~an) = {aij} =






a11 . . . a1n

...
. . .

...
am1 . . . amn




 ,

Эта матрица называется матрицей линейного отображения. Причём су-
перпозиция линейных отображений соответствует произведению матриц.

ОПР 4.7.4 (нормы линейного отображения).
Пусть дано линейное отображение F : Rn → Rm, тогда норма линейного

отображения:
‖F‖ = sup

~x∈R
n

‖~x‖n=1

‖F (~x)‖m.
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Следствие 4.7.4.1.

.
‖F (~x)‖m 6 ‖F‖ · ‖~x‖n ∀~x ∈ Rn

. Доказательство.

◦ Если ~x = ~o, то очевидно; пусть ~x 6= ~o, тогда рассмотрим ~y =
~x

‖~x‖n
6=

0. Очевидно из свойства однородности нормы 4.2 на стр. 71: ‖~y‖n = 1
(из однородности), тогда

‖F‖ > (из свойств sup)‖F (~y)‖m =

∥
∥
∥
∥
F

(
~x

‖~x‖n

)∥
∥
∥
∥

m

=

∥
∥
∥
∥
F (~x) · 1

‖~x‖n

∥
∥
∥
∥

m

=
1

‖~x‖n
· ‖F (~x)‖m ⇒

⇒ ‖F‖ · ‖~x|n > ‖F (~x)‖m.

Следствие 4.7.4.2 (Связь нормы отображения и сжимаемости).

. Пусть

Пусть F : Rn → Rn — линейное отображение, ‖F‖ = q < 1.

. Тогда

Отображение F — сжимающее.

. Доказательство.

◦ ρ(F (~x), F (~y)) = ‖F (~x) − F (~y)‖n =(линейность) ‖F (~x − ~y)‖n 6 ‖F‖ ·
· ‖~x − ~y‖n = q · ‖~x − ~y‖n = q · ρ(~x, ~y). Т.к. q < 1, то отображение
сжимающее.

Лемма 4.7.5 (Оценка нормы линейного отображения).

. Если ∀x ∈ Rn, F : Rn → Rm — линейное отображение, то:

‖F (x)‖m 6 M‖~x‖n,

где M =
√
∑

i,j a
2
ij , а aij — м-ца линейного отображения F относительно

стандартного базиса.

В частности, ‖F‖ 6 M .
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. Доказательство.

◦

‖F (x)‖m = ‖x1 ~a1 + . . .+ xn ~an‖m 6 (св-во нормы)

6 |x1|‖ ~a1‖m + |x2|‖ ~a2‖m + . . .+ |xn|‖ ~an‖m 6 (нер-во Коши-Буняковского)

6

√
√
√
√

n∑

i=1

|xi|2 ·

√
√
√
√

n∑

i=1

|xi|2m = ‖~x‖n ·

√
√
√
√

n∑

i=1

∑

j

|aij |2 = ‖~x‖n ·M.

Теорема 4.7.6 (Непрерывность линейного отображения).

. Пусть F : Rn → Rm, F — линейно, тогда F — непрерывно в любой точке
x ∈ Rn.

. Доказательство.

◦ Пусть x0 ∈ Rn. Рассмотрим:

‖F (x) − F (x0)‖m =(линейность) ‖F (x− x0)‖m 6 ‖F‖ · ‖x− x0‖n.

Согласно лемме 4.7.5 ‖F‖ 6 M · ‖x− x0‖n.

Пусть x → x0 в метрике Rn ⇒ ‖F (x) − F (x0)‖ → 0 ⇒ F (x) →
→ F (x0) в метрике Rm ⇒ F (x) — непрерывна в точке x0.

4.8 Аффинные отображения

ОПР 4.8.1 (аффинного отображения).

Пусть F : Rn → Rm — линейное отображение и ~b ∈ Rm, тогда отображе-
ние F~b(~x) = F (~x) +~b— называется аффинным.

Лемма 4.8.2 (Условие сжимаемости аффинного отображения).

. Пусть F : Rn → Rm, F — линейно. Если ‖F‖ < 1, то ∀~b ∈ Rn аффинное

отображение F~b(~x) = F (~x) +~b — сжимающее.

. Доказательство.

◦ Пусть x, y ∈ Rn, тогда:

‖F~b(~x) − F~b(~y)‖n = ‖F (~x) +~b− F (~y) −~b‖n =

= ‖F (~x) − F (~y)‖n = ‖F (~x− ~y)‖n 6 ‖F‖ · ‖~x− ~y‖n.

Т.к. ‖F‖ < 1, то отображение сжимающее.
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Пример 4.8.3 (типичное применение).

. Ax = ~b,A = n× n — матрица;

(A− E)~x + E~x = ~b , гдеE — единичная матрица

~x = −(A− E)~x+~b

Рассмотрим аффинное отображение:

F~b = −(A− E)~x+~b.

Если ‖ − A + E‖ < 1, то неподвижная точка этого отображения будет
решением этого уравнения.

4.9 Частная производная

ОПР 4.9.1 (параметризованной кривой).
Рассмотрим отображение
f : (a, b) → Rn. ∀t ∈ (a, b) f(t) = (f1(t), f2(t), . . . , fn(t)) — параметризован-

ная кривая в Rn.
Будем говорить, что f — непрерывно в точке t0 ∈ (a, b), если
∀i = 1, . . . , n fi(t) — непрерывно в точке t0. Такое отображение иногда

называют вектор-функцией.

ОПР 4.9.2 (дифференцируемость параметризованной кривой в точке).
Пусть f : (a, b) → Rn, f называется дифференцируемой в точке t0 ∈ (a, b)

если:

∃ lim
t→t0

=
f(t) − f(t0)

t− t0
= ~l ∈ Rn.

Расшифровка: f — дифференцируема в точке t0 ∈ (a, b) если существует

такой вектор ~l ∈ Rn, что:

lim
t→t0

‖f(t) − f(t0)

t− t0
−~l‖n = 0.

Тогда этот вектор обозначается так:

~l =
df

dt
(t0) = f ′

t(t0) , где f — вектор-функция.

Следствие 4.9.3 (Условие дифференцируемости в точке).
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. f — дифференцируема в точке t0 ∈ (a, b) если:

∀i = 1, . . . , n ∃ lim
t→t0

fi(t) − fi(t0)

t− t0
= li.

Теорема 4.9.4 (Теорема 1).

. Пусть

L : Rn → Rm, L — линейное отображение. Если f : (a, b) → Rn, f —
дифференцируема в t0 ∈ (a, b).

. Тогда

g = L ◦ f , g : (a, b) → Rm — дифференцируема в точке t0, причём

dg

dt
(t0) = L

(

df

dt
(t0)

)

.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим:

g(t) − g(t0)

t− t0
=
L(f(t)) − L(f(t0))

t− t0
=

=
L(f(t) − f(t0))

t− t0
= L

(
f(t) − f(t0)

t− t0

)

.

Пусть t→ t0, тогда
f(t) − f(t0)

t− t0
→ df

dt
(t0).

В силу непрерывности линейного отображения следует:

L

(
f(t) − f(t0)

t− t0

)

= L
df

dt
(t0) ⇒ ∃ lim

t→t0

g(t) − g(t0)

t− t0
= L

(
df

dt
(t0)

)

Теорема 4.9.5 (Теорема 2).

. Пусть

Пусть f : [a, b] → Rn, причём f — непрерывна на [a, b], f — дифферен-
цируема на (a, b). Предположим, что ‖f ′

t(t)‖n 6 M ∀t ∈ (a, b), т.е.:

‖f ′
t(t0)‖n =

√
√
√
√

n∑

i=1

(
dfi

dt
(t0)

)2

.
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. Тогда

‖f(b) − f(a)‖n 6 M |b− a|.

. Доказательство.

◦ Если f(b) − f(a) = ~0 (или ‖f(b) − f(a)‖n = 0), то неравенство оче-
видно.

Будем считать, что ‖f(b) − f(a)‖ > 0, тогда ~u =
f(b) − f(a)

‖f(b) − f(a)‖n
.

Очевидно, ‖~u‖n = 1.

◦ Рассмотрим линейное отображение L : Rn → R L(~x) =< ~u, ~x >. То,
что L — линейно, следует из свойств скалярного произведения.

Рассмотрим функцию φ(t) = L(f(t)) : [a, b] → R. Согласно теоре-
ме 4.9.4 φ(t) — дифференцируема на (a, b) и φ(t) — непрерывна на
[a, b].

◦ Применим к φ(t) формулу Лагранжа, тогда:

φ(b) − φ(a) = φ′(t0)(b − a) (t0 ∈ (a, b))

|φ(b) − φ(a)| = |φ′(t0)| · |b− a|.

◦ Рассмотрим:

|φ(b) − φ(a)| = | < ~u, f(b) > − < ~u, f(a) > | = | < ~u, f(b) − f(a) > | =

=

∣
∣
∣
∣

〈
f(b) − f(a)

‖f(b)− f(a)‖n
, f(b) − f(a)

〉∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣

1

‖f(b) − f(a)‖n
· < f(b) − f(a), f(b) − f(a) >

∣
∣
∣
∣
=

=
‖f(b) − f(a)‖2

n

‖f(b) − f(a)‖n
= ‖f(b)− f(a)‖n

|φ′(L)| = | < ~u,
df

dt
(t0) > | 6

6 (в силу нер-ва Коши-Буняковского)‖u‖n · ‖df
dt

(t0)‖n = ‖df
dt

(t0)‖ 6 M

Т.о. ‖f(b) − f(a)‖ 6 M |b− a|.

Следствие 4.9.6 (Неравенство).
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. Пусть

f : [a, b] → Rn, f — непрерывна на [a, b], f — дифференцируема на (a, b).

Пусть ~l ∈ Rn ‖f ′(t)) −~l‖ < ε ∀t ∈ (a, b).

. Тогда

‖f(b) − f(a)

b − a
−~l‖ < ε.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим функцию ~g(t) = ~f(t)−t · ~̀, тогда ‖~g′(t)‖n = ‖~f ′(t)− ~̀‖n 6

6 ε⇒ (Теорема 4.9.5)‖~g(b) − ~g(a)‖n 6 ε · |b − a| ⇒

⇒
∥
∥
∥
∥
∥

~f(b) − ~f(a)

b − a
− ~̀ ·

b− a

b− a

∥
∥
∥
∥
∥

n

6 ε.

4.9.7 Конструкция для частных производных

. Пусть U ⊂ Rn, U — открыто; f : U → Rn; ~x0 ∈ U ; т.к. U — открыто, то
∃δ > 0 Bδ(x0) ⊂ U .

. Пусть ~e — произвольный вектор из Rn. Рассмотрим прямую Φ~e(t) = x0 +
t~e.

Заметим, что ∃η > 0 ∀t |t| < η Φ~e(t) ⊂ Bδ ⊂ U

(

η =
δ

‖~e‖n

)

.

. В том случае, когда ~e = ~ei (i = 1, . . . , n):

Φ~ei
(t) = Φi(t) (i = 1, . . . , n).

. Рассмотрим функцию Gi(t) = f(Φi(t)) = f(x0 + tei).

ОПР 4.9.8 (i-ой частной производной).
Если функция Gi(t) — дифференцируема в точке 0, то будем говорить,

что функция f обладает i-ой частной производной в точке x0.
Этот факт обозначается следующим образом:

∂Gi

∂t
(0) =

∂f

∂xi
(x0).
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Следствие 4.9.9 (Тождества частной производной).

.
∂f

∂xi
(x0) = lim

t→0

Gi(t) −Gi(0)

t
= lim

t→0

f(x0 + tei) − f(x0)

t
.

Пример 4.9.9.1 (взятия частной производной).

. Пусть f : R3 → R2 (R3(x, y, z),R2(u, v));

u = f1(x, y, z) = xy + xz,

v = f2(x, y, z) = x2 + yz,

x0 = (1,−1, 2),

~e = (0, 1, 0).

Тогда:

∂f

∂y
=

(
∂f1

∂y
∂f2

∂y

)

x = 1;

y = −1 + t;

z = 2.

Вычислим отображение в точке x0:

u(t) = (−1 + t) + 2

v(t) = 1 + (−1 + t) · 2
du

dt
(0) = 1

dv

dt
(0) = 2

Т.о.:

∂f

∂y
(x0) =

(
∂f1

∂y
∂f2

∂y

)

=

(
1
2

)

.

4.10 Дифф-ть функций многих переменных

ОПР 4.10.1 (дифференцируемости).
Пусть U ⊂ Rn, u — открытое в Rn множество. Пусть f : U → Rn, x0 ∈ U .
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f называется дифференцируемой в точке x0 если существует линейное
отображение L : Rn → Rm ∀x ∈ U имеет место:

f(~x) = f( ~x0) + L(~x− ~x0) + α(x) · ‖x− x0‖n

, где α(x) : U → Rm такое, что α(x) −−−−−−−−−−−−−−−−−→
x→x0 по метрике Rn

0 по метрике Rm.

Т.е. при ‖x− x0‖n → 0, ‖α(x)‖m → 0.
В том случае, когда L существует, L называется дифференциалом отоб-

ражения f . Матрица линейного отображения называется матрицей Якоби.
Обозначение: L = Dx0

f, L(~x− ~x0) = (Dx0
f)(~x− ~x0).

Теорема 4.10.2 (Дифференциал).

. Пусть

f : U → Rm, U — открыто в Rn, x0 ∈ U, f — дифференцируема в точке
x0.

. Тогда

∀x ∈ Rn ∃ lim
t→0

f(x0 + tx) − f(x0)

t
= (Dx0

f)~x.

Предел понимается в смысле метрики Rn.

. Доказательство.

◦ Зафиксируем ~x ∈ Rn, x0 ∈ U , тогда ∃ε > 0 Bε(x0) ⊂ U , следователь-
но ∃δ > 0 ∀t |t| < δ (x0 + tx) ∈ Bε(x0)).

Заметим, что δ <
ε

‖x‖n
если x 6= 0. Если f — дифференцируема

в точке x0, то имеет место:

f(x) = f(x0) + L(x− x0) + α(x)‖x− x0‖n.

Пусть t |t| < δ, тогда:

f(x0) + L(x0 + tx− x0) + α(x0 + tx) · ‖x0 + tx− x0‖n =

= f(x0) + tL(x) + α(x0 + tx) · |t| · ‖x‖n

f(x0 + tx) − f(x0) = tL(x) + α(x0 + tx) · ‖x‖n · |t|.

Пусть t 6= 0, поделим на t:

f(x0 + tx) − f(x0)

t
= L(x) + α(x) + α(x0 + tx) · |t|

t
· ‖x‖n

lim
t→0

(L(x) + α(x0 + tx) · |t|
dt

· ‖x‖n) = L(x) + ‖x‖n · lim
t→0

(α(x0 + tx)
|t|
t

)

lim
t→0

f(x0 + tx) − f(x0)

t
= L(~x) = (Dx0

f)~x.
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Следствие 4.10.2.1 (Условие существования всех частных производных).

. Если f — дифференцируема в точке x0, то ∀i = 1, . . . , n существуют част-

ные производные
∂f

∂xi
(x0).

. Доказательство.

◦ Возьмём в предыдущей теореме ~x = ei:

lim
t→0

f(x0 + tei) − f(x0)

t
= (Dx0

f)~ei.

Слева — по определению частная производная
∂f

∂xi
(x0). Т.о. по-

лучаем:
∂f

∂xi
(x0) = (Dx0

f)~ei.

Обратное, вообще говоря, неверно.

Следствие 4.10.2.2 (Координатное представление).

.

~x = (x1, x2, . . . , xn) =
∑

i

xiei

(Dx0
f)(~x) = (Dx0

f)(

n∑

i=1

xiei) =

n∑

i=1

xi(Dx0
f)(ei) =

n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
(x0).

ОПР 4.10.3 (производной по направлению).
Пусть x ∈ Rn ‖x‖n = 1. Тогда выражение (Dx0

f)(~x) — называется произ-
водной по направлению x в точке x0.

ОПР 4.10.4 (градиента).
Если в теореме 4.10.2 m = 1, то (Dx0

f)~x =
∑n

i=1 xi
∂f

∂xn
(x0). Тогда можно

рассмотреть вектор с компонентами:
(
∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), . . . ,

∂f

∂x1
(xn)

)

.

Этот вектор называется градиентом и обозначается 5f(x0), gradf .
В частности отсюда следует, что производная по направлению
(Dx0

f)(~x) = 5f(x0), ~x >.
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Пример 4.10.5 (непрерывной, с частной производной и не дифференцируемой
функции).

. Непрерывная функция, имеющая частную производную в точке, но не
являющейся дифференцируемой:

f(x, y) =

{
2·xy√
x2+y2

, x2 + y2 > 0;

0, x2 + y2 = 0.
.

. Доказательство.

◦ Докажем, что f(x, y) — непрерывная в точке (0, 0): из условия непре-
рывности—если ~w = (x, y), ‖~w‖2 → 0, то ‖f(~w)‖1 = |f(~w)| → 0.

‖~w‖2 → 0 ⇔
√

x2 + y2 → 0, но |x| 6
√

x2 + y2 и |y| 6
√

x2 + y2;
тогда
∣
∣
∣
∣
∣

2 · xy
√

x2 + y2

∣
∣
∣
∣
∣
=

2 · |x| · |y|
√

x2 + y2
6

2 ·
√

x2 + y2 ·
√

x2 + y2

√

x2 + y2
6 2 ·

√

x2 + y2 ⇒

функция непрерывна.

◦ Посчитаем

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0) − f(0, 0)

t
= lim

t→0

0 − 0

t
= 0;

аналогично
∂f

∂y
= lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)

t
= 0 ⇒

матрица линейного отображения имеет вид (0, 0).

◦ Предположим, что f — дифференцируема: пусть (x0, y0) = (0, 0), то-
гда

lim
t→0

f(x0 + t · x1, y0 + t · y1) − f(x0, y0)

t
=

(
D−→x0f

)
·
(
x1
y1

)

= (0, 0) ·
(
x1
y1

)

= 0.

Пусть (x0, y0) = (0, 0); (x1, y1) = (1, 1), тогда

lim
t→0

2 · (x0 + t · x1) · (y0 + t · y1)
√

(x0 + t · x1)2 + (y0 + t · y1)2
− f(x0, y0)

t
=

lim
t→0

(

2 · t2√
2 · t

− 0

)

t
= lim

t→0

√
2 =

√
2 ⇒
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⇒ функция в ~0 — не дифференцируема из Определения 4.10.1 на стр.
80.

Лемма 4.10.6 ().

. Пусть

U — n-мерный интервал в Rn(U = [α1, β1] × [α2, β2] × . . . × [αn, βn]).
Пусть f : U → Rm, f — непрерывна в U .

Предположим, что ∀x0 ∈ U, f — имеет все частные производные в
точке x0.

Пусть ∃M ∀x ∈ U ‖
∂f

∂xi
(x)‖m 6 M ∀i = 1, . . . , n.

. Тогда

∀x1, x2 ∈ U ‖f(x1) − f(x2)‖m 6 M ·
√
n · ‖x1 − x2‖n

. Доказательство.

◦ Пусть x1, x2 ∈ U ⊂ Rn. Причём, x1, x2 различаются только в i-ой
координате:

x1 = (x01, x02, . . . , x1i, . . . , x0n)

x2 = (x01, x02, . . . , x2i, . . . , x0n)

φ(t) = f(x01, . . . , x0(i−1), t, x0(i+1), . . . , x0n)

φ : R → Rn ‖U ′(t)‖ = | ∂f
∂xi

(x01, . . . , t, . . . , x0n)|

‖f(x1) − f(x2)‖m = ‖φ(x1i) − φ(x2i)‖m 6 ‖φ′(t)‖m · |x1i − x2i| 6

6 M · |x1i − x2i| , где t ∈ [x1i, x2i]

Это следует из неравенства Лагранжа.

◦ Пусть x1, x2 ∈ U — произвольные точки. Тогда построим цепочку
точек по правилу:

X y0 = x1

X y1 = первая координата из x2 и вставляется на место x1

X . . .

X yk = берутся первые (k − 1) координат из yk−1.

X на k-ое место кладём k координат из x2

X Дальше по индукции.
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Получим последовательность точек таких, что yk и yk+1 отли-
чаются на одну координату. Т.к. U — n-мерный интервал, то yk ∈
U ∀k:

‖yk − yk+1‖ =
√

(x1k − x2k)2 = |x1k − x2k|.

Рассмотрим:

‖f(x1) − f(x2)‖m =

= ‖f(y0) − f(y1) + f(y1) − f(y2) + . . .+ f(yn−1) − f(yn)‖m 6

6 ‖f(y0) − f(y1)‖m + ‖f(y1) − f(y2)‖m + . . .+ ‖f(yn−1 − f(yn)‖m 6

6 M‖x1 − x2‖m +M‖x2 − x3‖m + . . .+M‖xn−1 − xn‖m 6

6 (нер-во Коши-Буняковского)M
√
n
√∑

|x1i − x2i|2 =

= M
√
n‖x1 − x2‖n.

Теорема 4.10.7 (Достаточный признак дифф-ти отображения в точке).

. Пусть

U — открытое множество в Rn, f : U → Rm, x0 ∈ U

. Тогда

Если в точке x0 существуют все частные производные
∂f

∂xi
(x0), i =

1, . . . , n, причём,
∂f

∂xi
(x0) –непрерывны в x0 ∀i, то f — дифференцируема

в точке x0.

. Доказательство.

◦ Т.к. U — открытое множество, то ∃δ0 > 0 Bδ0
(x0) ⊂ U .

∀x = Bδ0
(x0)g(x) = f(x) − f(x0) −

∑n
i=1

∂f

∂x0
(x0)(xi − x0).

g(x0) = 0, g имеет все частные производные в точке x0:

∂g

∂xi
(x) =

∂f

∂xi
(x) − ∂f

∂xi
(x0) ⇒

⇒ ∂g

∂xi
(x0) = 0

lim
x→x0

‖g(x)‖m

‖x− x0‖n
= lim

x→x0

‖α(x)‖m = 0

Докажем это (т.к. из этого будет следовать дифференцирование).
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◦ Пусть ε > 0, выберем δ1 < δ0 так, чтобы из ‖x − x0‖n < δ1 ⇒

⇒ ‖ ∂f
∂xi

(x)‖ < ε√
n
.

Это возможно, т.к.
∂g

∂xi
(x0) = 0, а

∂g

∂xi
— непрерывна в точке x0.

◦

In = [α1, β1] . . . [αn, βn]

αi = x0i −
δ1√
n

βi = x0i +
δ0√
n

Очевидно, что In ⊂ Bδ1
(x0).

Пусть x1 ∈ In, x0 ∈ In. Тогда:

‖g(x1)‖m = ‖g(x1) − g(x0)‖ <
ε√
n√

n‖x1 − x0‖ из леммы 4.10.6

‖g(x1)‖m < ε‖x1 − x0‖
δ2 Bδ2

(x0) < In ⇒ ‖g(x)‖m < ε‖x− x0‖n ∀x ∈ Bδ2
(x0) ⇒

⇒ ∀x 6= x0
‖g(x)‖m

‖x− x0‖n
< ε причём, ‖x− x0‖ < δ1.

Поскольку это верно ∀ε, то:

lim
x→x0

‖g(x)‖
‖x− x0‖

= 0 ⇒ функция дифференцируема в точке x0.

Теорема 4.10.8 (О дифференцируемости суперпозиций).

. Пусть

U — открытое в Rn, V — открытое в Rm; f : U → V (f : Rn → Rm).
Пусть g : V → Rl, x0 ∈ U, y0 = f(x0) ∈ V .

Предположим, что f — дифференцируема в точке x0, g — дифферен-
цируема в точке y0. Рассмотрим отображение h = g · f, h : U → Rl.

. Тогда

1. h — дифференцируема в точке x0;
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2. Dx0
h

︸ ︷︷ ︸

l×n

= Dy0
g

︸ ︷︷ ︸

l×m

·Dx0
f

︸ ︷︷ ︸

m×n

. Доказательство.

◦ Пусть L — матрица отображения Dx0
f,K — матрица отображения

Dy0
g. Выпишем условие дифференцируемости:

f(x) = f(x0) + L(x− x0) + α(x)‖x − x0‖ , где α(x) −−−−→
x→x0

0, x ∈ Rn

g(y) = f(y0) +K(y − y0) + β(y)‖y − y0‖ , где β(y) −−−→
y→y0

0, y ∈ Rm.

h(x) = g(f(x)) = f(x0) +K(f(x) − f(x0)) + β(f(x)) · ‖f(x) − f(x0)‖m

K(f(x) − f(x0)) = K(L(x− x0) + α(x)‖x − x0‖n) =

= KL(x− x0) + ‖x− x0‖n ·K · α(x)

Т.о.:

h(x) = f(x0) +KL(x− x0) + ‖x− x0‖n ·K · α(x)+

+β(f(x)) · ‖f(x) − f(x0)‖m =(x 6= x0)

= h(x0) +KL(x− x0) +Kα(x) + β(f(x)) · ‖f(x) − f(x0)‖m

‖x− x0‖n
︸ ︷︷ ︸

γ(x)

·‖x− x0‖n.

◦ Достаточно доказать, что γ(x) −−−−→
x→x0

0:

‖γ(x)‖l 6 ‖Kα(x)‖l +

∥
∥
∥
∥
β(f(x)) · ‖f(x) − f(x0)‖m

‖x− x0‖n

∥
∥
∥
∥

l

6

6 ‖K‖ · ‖α(x)‖m +
‖f(x) − f(x0)‖m

‖x− x0‖n
· ‖β(f(x))‖l

α(x) −−−−→
x→x0

0 ⇒ ‖K‖ · ‖α(x)‖m → 0.

◦ Т.к. f — дифференцируема в точке x0, то
‖f(x) − f(x0)‖m

‖x− x0‖n
— огра-

ничена

‖β(f(x))‖l −−−−−−−−→
f(x)→f(x0)

0 ⇒ y → y0, β(y) −−−→
y→y0

0.
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4.11 Теорема об обратной функции

Пусть дано F (x), F : Rn → Rm, y = F (x),







F1(x1, . . . , xn) = y1

F2(x1, . . . , xn) = y2

. . .

Fn(x1, . . . , xn) = yn

F — линейное отображение с матрицей L, y = Lx. Если detL 6= 0, то ∀y
существует единственное решение x0, y0.

Возьмём y1 ‖y1 − x0‖ < ε. F — дифференцируема, следовательно:

F (x) = F (x0) + L(x− x0) + α(x)‖x − x0‖n

y = F (x0) + L(x− x0) + α(x)‖x − x0‖n

y1 = F (x0) + L(x− x0) + α(x)‖x − x0‖n.

Решение методом разложения по малому параметру.
Dx0

f, det(Dx0
f) = J(f, x0)

J(f · g, x0) =(по св-ву det) J(f, g(x0)) · J(g, x0).

Теорема 4.11.1 (Об обратной функции).

. Пусть

U ⊂ Rn, U — открыто, f : U → Rn, x0 ∈ U . Предположим, что f —

имеет все частные производные в U,
∂f

∂xi
— непрерывны в точке x0 ∀i.

Пусть y0 = f(x0).

. Тогда

Если J(f, x0) 6= 0, то существует окрестность V точки x0 и окрестность
W точки y0 такие, что ∀y ∈W ∃ единственный x ∈ V f(x) = y.

Следовательно, определено обратное отображение f−1 : W → V , кото-
рое дифференцируемо в точке y0, причём Dy0

f−1 = (Dx0
f)−1.

. Доказательство.

◦ Пусть x0 ∈ U . В силу дифференцируемости:

f(x) = f(x0) + L(x− x0) + α(x) · ‖x− x0‖n
︸ ︷︷ ︸

g(x)

,

g(x) = 0; g(x) = f(x) − f(x0) = L(x− x0).

В силу линейности g(x) = 0.
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∀x ∈ U
∂g

∂xi
— существует.

В силу предыдущей теоремы,
∂g

∂xi
(x0) = 0 ∀i = 1, . . . , n.

∂g

∂xi
(x0) — непрерывна в x0.

Т.к. f(x0) = y0, то:

f(x) = y0 + L(x− x0) + g(x) , где y = f(x)

y = y0 + L(x− x0) + g(x).

Пусть K = L−1,KL = I (E — единичная матрица).

y − y0 = L(x − x0) + g(x), подействуем справа и слева матрицей
K:

K(y − y0) = E(x− x0) + g(x)

x = x0 +K(y − y0) −Kg(x)

Kg(x) = h(x)

x = x0 +K(y − y0) − h(x)

h(x0) = 0,
∂h

∂xi
(x0) = 0,

∂h

∂xi
— непрерывна в точке x0.

◦ Зафиксируем y и рассмотрим отображение φy(x) = x0 +K(y− y0)−
h(x), тогда имеет место уравнение x = φy(x). Если x — неподвиж-
ная точка отображения φy при фиксированном y, то x — является
решением уравнения y = f(x).

Нужно найти условие для y? которое гарантировало бы, что φy(x)
имеет неподвижную точку.

План действий: нужно придумать такое метрическое простран-
ство M , чтобы φy : M →M и φy было бы сжимающим.

Пусть δ0 > 0 такое, что Bδ0
(x0) ⊂ U .

Далее, ∀ρ < δ0, Bρ(x0) ⊂ Bδ0
(x0) ⊂ U . Пусть ρ — произвольное

(ρ < δ0), тогда Bρ(x0) является метрическим пространством (т.к.
является подпространством метрического пространства Rn) и оно
полное, т.к. замкнутое.

Bρ(x0) — необходимое метрическое пространство. Т.к. Dx0
h = 0
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(дифференциал отображения) и h(x0) = 0, то:

‖h(x)‖n

‖x− x0‖n
−−−−→
x→x0

0,

∃δ1 < δ0, δ1 > 0
‖h(x)‖n

‖x− x0‖n
<

1

2
∀x ‖x− x0‖ < δ1

⇒ ‖h(x)‖n <
1

2
· ‖x− x0‖n

◦ Пусть ρ < δ1, выберем y так, чтобы ‖y − y0‖ < ρ
2‖K‖n

.

‖φy(x) − x0‖ = ‖x0 +K(y − y0) − h(x) − x0‖n = ‖K(y − y0) − h(x)‖n 6

6 ‖K(y − y0)‖n + ‖h(x)‖n 6 ‖K‖n · ‖y − y0‖n +
‖x− x0‖n

2
6

6
‖K‖n · ρ
2 · ‖K‖n

+
ρ

2
= ρ

‖φy(x) − x0‖n < ρ

φy(x) 6 Bρ(x0) ⇒
⇒ φy(x) : By(x0) → Bρ(x0) ∀ρ ∈ δ1, ∀y ‖y − y0‖n <

ρ

2‖K‖n
.

◦ Докажем, что это отображение сжимающее. Выберем δ2 < δ1 так,
чтобы: ∥

∥
∥
∥

∂h

∂xi

∥
∥
∥
∥

n

<
1

2
√
n

∀x ∈ Bδ2
(x0), ∀i = 1, . . . , n.

Это возможно в силу непрерывности
∂h

∂xi
в точке x0.

∀x1, x2 ∈ Bδ2
(x0) имеет место:

‖h(x1) − h(x2)‖n 6
1

2
√
n
·
√
n‖x1 − x2‖n — следует из леммы.

‖h(x1) − h(x2)‖n 6
1

2
‖x1 − x2‖n

‖φy(x1) − φy(x2)‖n =

= ‖x0 +K(y − y0) − h(x1) − x0 −K(y − y0) − h(x2)‖n =

= ‖h(x2) − h(x1)‖n 6
1

2
‖x2 − x1‖n ⇒

Лекции по математическому анализу http://MFH.gorodok.net/



4.11. Теорема об обратной функции MFH Corporation Стр. 91

Отображение φy(x) — сжимающее, с показателем q = 1
2 . Следова-

тельно, если взять ρ < δ2, то получим, что φy(x) : By(x0) → Bρ(x0)
— сжимающее отображение.

By(x0) — замкнутое метрическое пространство ⇒ полное ⇒ су-
ществуют:

V = Bδ2
(x0) и W = B δ2

2‖K‖n

(y0)

Рассмотрим f : V → W : ∀y ∈ W ∃x f(x) = y — единственно ⇒
определено отображение f−1 : W → V .

◦ Докажем, что f−1 непрерывно. Т.к. ∀y fy = x, то в силу того, что

‖y − y0‖n <
ρ

2‖K‖n
:

‖f−1(y) − f−1(y0)‖n = ‖f−1(y) − x0‖n < ρ

‖y − y0‖n <
ρ

2‖K‖n

Если y → y0, то:

f−1(y) → x0 = f−1(y0) ⇒ f−1(y) непрерывно в точке y0.

◦ Докажем дифференцируемость f−1(y). Т.к.:

x = x0 + L(x− x0) + g(x)

f−1(y) = f−1(y0) +K(y − y0) − h(f−1(y))

Т.к. h(f−1(y)) = h(x),то в силу непрерывности f−1 в точке x0

получаем, что при h(f−1(y)) −−−→
y→y0

0.

h(x) = α(x) − ‖x − x0‖n ⇒ f−1(y) — дифференцируема в точке
y0 ⇒ K = L−1 — дифференциал отображения.

◦ Докажем формулу для дифференцируемости:

(f−1 ◦ f)(x) = x ∀x ∈ V

Т.к. f и f−1 — дифференцируемы в точках x0, y0 соответственно, где
y0 = f(x0).

Пользуемся цепным правилом:

Df(x0) ·Dx0
f = E

Dy0
f−1 = Dx0

f = E

(Dy0
f−1) = (Dx0

f)−1.
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4.12 Теорема о неявной функции

ОПР 4.12.1 (гиперповерхности).
Пусть F : Rn → R. Рассмотрим множество M = {f−1(0)}. M называется

гиперповерхностью, т.е. M — множество векторов ~x ∈ Rn F (x) = 0 или
~x = (x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn) = 0

Пример 4.12.2 (гиперповерхности).

. F : Rn → R, F — аффинное отображение.

F (x) = a1x1 + . . .+ anxn + b

a1x1 + . . .+ anxn + b = 0

— это гиперповерхность.

. F = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n − 16, M — сфера радиуса 4 в Rn

ОПР 4.12.3 (пересечения гиперповерхностей).
Предположим, что задано k-функций:

F1 : Rn → R

. . .

Fk : Rn → R

Fi можно сопоставить гиперповерхность Mi.







F1(~x) = 0

. . .

Fk(~x) = 0

M = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk — пересечение гиперповерхностей. M припишем раз-
мерность n− k.

Предметом исследований является устройство множества M .

ОПР 4.12.4 (частичного дифференциала).
Пусть U ⊂ Rn+m=R

n×R
m

. Если z ∈ U , то z = (x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm, z =
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

Пусть F : Rn+m → Rk. Предположим, что y = y0 — фиксированное.
Тогда для любого фиксированного y0 F̃ : Rn → Rk, F̃ (x) = F (x, y0).
DxF̃ — линейное отображение Rn → Rk, которое называется частным

дифференциалом.

Теорема 4.12.5 (О неявной функции).
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. Пусть

U ⊂ Rn+m, U — открыто; f : U → Rn, f — дифференцируема и все
частные производные непрерывны. Предположим, что ∃c ∈ Rn+m, c =
(a, b) f(c) = f(a, b) = ~0 ∈ Rn.

Предположим, что частный дифференциал Dxf в точке (a, b) имеет
det 6= 0.

. Тогда

существует окрестность V точки a в Rn и окрестность W точки b
в Rm V × W ⊂ U (т.е. точка c ∈ V × W ) такие, что ∀y ∈ W суще-
ствует единственный x ∈ V . Следовательно, существует отображение
x = g(y) f(g(y), g) ≡ 0 ∀y ∈W .

Причём, отображение g — дифференцируемо.

Комментарий:

Пусть f : Rn+m → R. Нас интересует множество:







f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

. . .

fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

Оно определяет M . Другими словами c = (a, b) fi(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) =

0 ∀i, ∂fi

∂xj
(a1, . . . , an) — определитель 6= 0.

Тогда существует отображение g : Rm → Rn ai = gi(b1, . . . , bm) i =
1, . . . , n:

fi(gi(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, y2, . . . , ym)) = 0.

Пример 1:

Пусть:

f = x2 + y2 + z2 − 1, f : R3
︸︷︷︸

R1×R2

→ R2.

Множество x2 + y2 + z2 − 1 = 0 — сфера; c = (a, b), a ∈ R1, b ∈ R2.

Точка, заведомо принадлежащая сфере: (− 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
); a = − 1√

3
, b =

( 1√
3
, 1√

3
).
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f̃ = x2 − 1

3

f(x,
1√
3
,

1√
3
) = f̃(x)

f̃ : R1 → R1

df̃ = 2x,
2√
3
6= 0

g : R2 → R1

g(y, z)

g2(y, z) + y2 + z2 − 1 ≡ 0

g(y, z) = ±
√

1 − y2 − z2; g(b) = a

g(
1√
3
,

1√
3
) = ±

√

1

3

g(
1√
3
,

1√
3
) = − 1√

3
— должно быть.

Отсюда, g = −
√

1 − y2 − z2 — параметризация данной поверхности.

Пример 2:

{

f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3

f1(x, y, z) = x2 − y2 + z2 − 1

z = (1, 1, 1) — лежит

c = (a, b)

a = (1, 1)

b = (1).

. Доказательство.

◦

Замечание 4.12.5.1.
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. Если f : U → Rn, то

(F)







f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0;

f2(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0;
...

fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0.

;







f1(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);

f2(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);
...

fn(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);

и







g1(y1, . . . , ym);

g2(y1, . . . , ym);
...

gn(y1, . . . , ym).

:







a1 = g1(b1, . . . , bm);

a2 = g2(b1, . . . , bm);
...

an = gn(b1, . . . , bm).

⇒

⇒







f1(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0;

f2(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0;
...

fn(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0.

— ∀(y1, y2, . . . , yn) ∈ W.

Замечание 4.12.5.2 (Гиперповерхность).

. Всякое условие вида f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0−∀y— определяет гипер-
поверхность в Rn+m; множество точек, удовлетворяющих (F) — является
пересечением поверхностей.

Пример 4.12.5.1 (Пересечения поверхностей).

.

{

f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1;

f2(x, y, z) = x+ y + z.
; f1(x, y, z) = 0 ⇔ x2 + y2 + z2 = 1; f2 =

0 ⇔ x+ y + z = 0.

Замечание 4.12.5.3 (Линейное отображение).

. Пусть f — такое, сопоставим ему линейное отображение D(a,b)f : Rn+m →
→ Rn. Выпишем матрицу Якоби отображения:







∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xn

∂f1

∂y1

∂f1

∂y2
. . . ∂f1

∂yn

...
...

. . .
...

...
. . .

...
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn

∂fn

∂y1

∂fn

∂y2
. . . ∂fn

∂yn






,
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rk
(
D(a,b)f

)
= n. Предположим, что матрица Якоби имеет ранг. . . .

Замечание 4.12.5.4 (Тождественное равенство).

. n + m = 3, 2 + 1 = 3, x2 + y2 + z2 = 1,
(

1√
3
, − 1√

3
, 1√

3

)

, (2x, 2y, 2z) =
(

2√
3
, − 2√

3
, 2√

3

)

, y = ±
√

1 − x2 − z2 = g(x, z), но g( 1√
3
, 1√

3
) = − 1√

3
⇒

⇒ g(x, z) = −
√

1 − x2 − y2, f(x, g(x, z), z) ≡ 0 (тождественно равно).

. Доказательство.

◦ Рассмотрим F (~x, ~y) : Rn+m → Rn+m :







F1(~x, ~y) = f1(~x, ~y);

F2(~x, ~y) = f2(~x, ~y);
...

Fn(~x, ~y) = fn(~x, ~y);

Fn+1(~x, ~y) = y1;
...

Fn+m(~x, ~y) = ym;

(
D(x,y)f

)







∂f1

∂x1
. . . ∂f1

∂xn

∂f1

∂y1
. . . ∂f1

∂ym

...
. . .

...
...

. . .
...

∂fn

∂x1
. . . ∂fn

∂xn

∂fn

∂y1
. . . ∂fn

∂ym







=

=








0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 1







.

det (D−→x F) = det (D−→x f)·det E = det (D−→x f); det
(

D(−→a ,
−→
b )f

)

6= 0 ⇒ к отоб-

ражению F — применима теорема об обратном отображении, которая
гласит, что f(f−1(~u, ~w)) = (~u, ~w), где (~u, ~w) ∈W ⊂ Rm+n.

◦ Существуют отображения φ1 и φ2 F−1(~u, ~w) = (φ1(~u, ~w), φ2(~u, ~w)) ,
где φ1 : Rn+m → Rn; φ2 : Rn+m → Rm; f(φ1(~u, ~w), φ2(~u, ~w)) = ~u, а
φ2(~u, ~w) = ~w, где φ1 и φ2 — существуют. Положим g(~y) := φ1(~0, ~y),
тогда f(φ1(~0, ~y), φ2(~0, ~y)) = ~0 и φ2(~0, ~y) = ~y ⇒ f(g(~y), ~y) = 0 − ∀~y ∈
W. g(~y) ∈ V, W × V ⊂ U (~w → ~v).

◦ Единственность: пусть ~x1 и ~x2 — две точки такие, что для некоторого
~y : f(~x1, ~y) = f(~x2, ~y) = 0 ⇒ F (~x1, ~y) = (~0, ~y), а F (~x2, ~y) = (~0, ~y) —
противоречие, т.к. для f верна теорема об обратной функции, такого
быть не может ⇒ ~x1 = ~x2.

Пример 4.12.5.2 (к замечанию).
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. R3 = R2 × R1. Пусть

{

f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3;

f2 = x2 − y2 + z2 − 1.
. Рассмотрим ~c =

(1, 1, 1) ∈ δ(f1) ∩ δ(f2)*; g1(t), g2(t) такие, что

f1(1, 1, 1) = 0; f2(1, 1, 1) = 0;

(
2x 2y 2z
2x −2y 2z

)

(1, 1, 1) =

(
2 2 2
2 −2 2

)

,

x = g1(z), y = g2(z); g
2
1(z) + g2

2(z) + z2 = 3

и g2
1(z) − g2

2(z) + z2 = 1 (удовлетворяет окружности z = 1), сложим:
2 · g2

1(z) + 2 · z2 = 4 ⇒ g2
1(z) = 2 − z2 ⇒ g1(z) = ±

√
2 − z2 и отнимем:

2 · g2
2(z) = 2, g2

2(z) = 1, g2(z) = ±1 = 1, т.е. x =
√

2 − z2, а y = 1.

4.13 Высшие производные

Пусть f : U → Rm, U — открыто, тогда если ∂f
∂xi

для i фиксированной —

существует в U , то определено отображение
∂f

∂xi
: U → Rm, если

∂f

∂xi
такое, что

существует
∂

∂xi

(

∂f

∂xi

)

=
∂2f

∂xi · ∂xi
.

Теорема 4.13.1 (равенство частных производных).

. Пусть

Пусть f : U → Rn так, что
∂f

∂xi
,
∂f

∂xj
,

∂2f

∂xi · ∂xj
,

∂2f

∂xj · ∂xi
— существуют

и непрерывны в U .

. Тогда

∂2f

∂xi · ∂xj
=

∂2f

∂xj · ∂xi
.

. Доказательство.

◦ Лектору было очевидно . . . . Надо заметить, что без условия непре-
рывности это неверно, смотрите следующие два пункта, взятые пол-
ностью из книжки товарища Фихтенгольца.

Пример 4.13.1.1 (Взятие смешанных производных в разном порядке).

*Область определения
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. При рассмотрении примеров взятия смешанных производных* бросается
в глаза совпадение смешанных производных, взятых по одним и тем же
переменным, но в разном порядке.

Нужно сразу же отметить, что это вовсе не вытекает с необходимостью
из определения смешанных производных, так что существуют случаи,
когда упомянутого совпадения нет.

Для примера рассмотрим функцию f(x, y) = xy · x2−y2

x2+y2 (при x2 + y2 >

0), f(0, 0) = 0.

Имеем:

f ′
x(x, y) = y ·

(
x2 − y2

x2 + y2
+

4 · x2y2

(x2 + y2)2

)

(при x2 + y2 > 0), f ′
x(0, 0) = 0.

Придав x частное значение, равное нулю, будем иметь при любом y (в том
числе и при y = 0): f ′

x(0, y) = −y. Продифференцировав эту функцию по
y, получим f ′′

xy(0, y) = −1. Отсюда следует, в частности, что в точке (0, 0)
будем иметь f ′′

xy(0, 0) = −1. Вычислив таким же образом f ′′
yx в точке (0, 0),

получим f ′′
yx(0, 0) = 1.

Итак, для рассматриваемой функции f ′′
xy(0, 0) 6= f ′′

yx(0, 0).

Тем не менее, подмеченное на примерах совпадение смешанных произ-
водных, отличающихся лишь порядком дифференцирований, не случай-
но: оно имеет место в широком классе случаев — при соблюдении опреде-
лённых условий. Начнём со следующей простой теоремы.

Теорема 4.13.1.2 (Равенство частных производных).

. Пусть

Предположим, что

◦ f(x, y) определена в (открытой) области D,

◦ в этой области существуют первые производные f ′
x и f ′

y, а также
вторые смешанные производные f ′′

xy и f ′′
yx и, наконец,

◦ эти последние производные f ′′
xy и f ′′

yx как функции x и y непрерывны
в некоторой точке (x0, y0) области D.

. Тогда

В этой точке f ′′
xy(x0, y0) = f ′′

yx(x0, y0).

. Доказательство.

*Частная производная высшего порядка, взятая по различным переменным, например
∂2u

∂x ∂y
, ∂2u

∂y ∂x
, ∂4u

∂x ∂y ∂z2 , . . . , называется смешанной частной производной.
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◦ Рассмотрим выражение

W =
f(x0 + h, y0 + k) − f(x0 + h, y0) − f(x0, y0 + k) + f(x0, y0)

h · k ,

где h, k отличны от нуля, например положительны, и притом на-
столько малы, что в D содержится весь прямоугольник [x0, x0 +
h; y0, y0 + k]; такими мы их фиксируем до конца рассуждения.

◦ Введём теперь вспомогательную функцию от x:

φ(x) =
f(x, y0 + k) − f(x, y0)

k
,

которая в промежутке [x0, x0 + k] имеет производную

φ′(x) =
f ′

x(x, y0 + k) − f ′
x(x, y0)

k

и, следовательно, непрерывна. С помощью этой функции выражение
W , которое равно

W =
1

h
·
(

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0 + h, y0)

k
− f(x0, y0 + k) − f(x0, y0)

k

)

можно переписать в виде:

W =
φ(x0 + h) − φ(x0)

h
.

◦ Так как для функции φ(x) в промежутке [x0, x0 + h] выполняются
все условия теоремы Лагранжа, то мы можем по формуле конечных
приращений, преобразовать выражение W так: W = φ′(x0 + θ · h) =
f ′

x(x0 + θ · h, y0 + k) − f ′
x(x0 + θ · h, y0)

k
(0 < θ < 1).

Пользуясь существованием второй производной f ′′
xy(x, y), снова

применим формулу конечных приращений, на этот раз — у функции
от y: f ′

x(x0 +θ ·h, y) в промежутке [y0, y0 +k]. Окончательно получим
W = f ′′

xy(x0 + θ · h, y0 + θ1 · k) (0 < θ, θ1 < 1).

◦ Но выражение W содержим x и y, с одной стороны, и h и k— с дру-
гой, одинаковым образом. Поэтому можно обменять их роди и, вве-

дя вспомогательную функцию ξ(y) =
f(x0 + h, y) − f(x0, y)

h
, путём

аналогичных рассуждений получить результат: W = f ′′
yx(x0 + θ2 ·

· h, y0 + θ3 · k) (0 < θ2, θ3 < 1).

Из последних сопоставлений находим: f ′′
xy(x0 + θ · h, y0 + θ1 · k) =

f ′′
yx(x0 + θ2 · h, y0 + θ3 · k). Устремив теперь h и k к нулю, перей-

дём в этом равенстве к пределу. Ввиду ограниченности множетелей
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θ, θ1, θ2, θ3, аргументы и справа и слева стремятся, соответственно,
к x0, y0. А тогда окончательно и получим f ′′

xy(x0, y0) = f ′′
yx(x0, y0),

что и требовалось доказать.

◦ Таким образом, непрерывные смешанные производные f ′′
xy и f ′′

yx все-
гда равны.

ОПР 4.13.2 (принадлежания классу).

• Будем говорить, что f : U → Rn — принадлежит классу Cr(U), если U —
открыто в Rn и ∀k 6 r— существуют и непрерывны все частные про-
изводные по порядка k.

• Мультииндексный формализм: пусть ~α = (α1, α2, . . . , αn), где αi ∈ Z и
αi > 0; такая, что ~α! = α1! · α2! · . . . · αn! и |~α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

φ(x1, x2, . . . , xn) = a · xα1

1 · xα2

2 · . . . · xαn
n , где a ∈ Rm — элементарный

полином. Обозначения:

φ(x1, x2, . . . , xn) = a · ~x~α;
∂|~α|f

∂xα1

1 · . . . · ∂xαn
n

=
∂|~α|f

∂~x~α
;
∑

|~α|=k

a~α · ~x~α

— многочлен суммарной степени k.

Теорема 4.13.3 (Формула Тейлора для функций многих переменных ).

. Пусть

U ∈ Rn, U — открытое множество, f : U → Rm, ~x0 ∈ U, f ∈ Cr(U).

. Тогда

∀~x ( ~x0 + ~x) ∈ U имеет место:

f( ~x0 + ~x) = f( ~x0) +
∑

16|α|6r

1

α!
· (Dαf(xi) · xα) + εr(~x) · ‖x‖2

n

— формула Тейлора, где εr(x) −−−−−→
‖x‖n→0

0.

. Доказательство.

◦ Введём функцию φ(t) = f( ~x0 + t~x). Очевидно, что φ(0) = f( ~x0).

φ(k)(0) =
∑

|α|=k

k!

α!
·Dαf(x0) · xα.
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◦ Пусть η > 0 βη( ~x0 ⊂ U). Будем считать, что ‖~x‖n < η.

Тогда φ(t) определено ∀t ∈ [−1, 1].

φ(t) — дифференцируема по tr-раз.

◦ Применим к φ(t) формулу Тейлора:

φ(t) = φ(t0) +
φ′(t)

1!
(t− t0) + . . .+

φ(k)(t0)

k!
(t− t0)

k +
φ2(θ)

r!
(t− t0)

r

— формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, где t, t0 ∈
[−1, 1], θ ∈ (t0, t).

◦ Возьмём t0 = 0, t = 1:

φ(1) = φ(0) +
φ′(0)

1!
+ . . .+

φ(k)(0)

k!
+ . . .+

φ(r)(θ)

r!
=

= φ(0) + . . .+
φ(r)(0)

r!
+ . . .+

φ(r)(θ) − φ(r)(0)

r!
0 < θ < 1

◦ Теперь подставим:

φ(k)(0) =
∑

|α|=k

k!

α!
Dαf(x0 · xα)

f( ~x0 + ~x) = f(x0) +
∑

06|α|6r

1

α!
Dαf(x0) · xα + εr(x) · ‖~x‖2

n

εr(x) · ‖~x‖2
n =

φ(r)(θ) − φ(r)(0)

r!
=

=
1

r!
·
∑

|α|=r

1

α!
· D

αf( ~x0 + θ~x) −Dαf( ~x0)

r!
=

= ‖x‖r
n

∑

|α|=r

1

α!

Dαf(θ) −Dαf(x0)

r!
· xα

‖x‖r
n

εr(x) =
∑

|α|=r

1

α

(
Dαf(θ) −Dαf(x0)

r!

)

· xα

‖x‖r
n

◦ Докажем, что εr(x) −−−−−→
‖~x‖n→0

0. Поскольку Dαf(x) — непрерывен по

условию, то (Dαf(θ) −Dαf(x0)) −−−−−→
‖~x‖n→0

0.

xα

‖x‖r
n

=
xα1

1 xα2

2 . . . xαn
n

‖x‖α1
n ‖x‖α2

n . . . ‖x‖α1
n

∀i = 1, . . . , n

xαi

i

‖x‖αi
n

=

(
xi

‖x‖n

)αi

< 1 по свойству нормы ⇒ εr(x) −−−−−→
‖~x‖n→0

0
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4.14 Локальные экстремумы

ОПР 4.14.1 (локальных max и min).
Пусть U ⊂ Rn, U — открыто; f : U → R, ~x0 ∈ U . Будем говорить, что ~x0

является локальным max(min) функции f если:

∃ε > 0 Bε(x0) ⊂ U, ∀x ∈ Bε(x0) f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)).

ОПР 4.14.2 (локального экстремума).
~x0 называется точкой локального экстремума функции f если x0 — либо

локальный max, либо локальный min.

Теорема 4.14.3 (Необходимое условие локального экстремума).

. Пусть f : U → R, U ∈ Rn, U — открыто, f – дифференцируема в U . Если
~x0 ∈ U — точка локального экстремума функции f , то Dx0

f = 0 (нулевое
отображение).

Dxf = 5f(x0) =

(

∂f

∂x1
(x0) . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)

= (0, . . . , 0),

∂f

∂x1
(x0) = 0 ∀i = 1, . . . , n

. Доказательство.

◦ Пусть x ‖x‖n 6= 0, x0 ⊂ U , тогда ∃δ > 0 Dδ(x0) ⊂ U .

Более того, потребуем, чтобы ∀x ⊂ Bδ(x0) f(x) > f(x0) (рас-
смотрим случай локального минимума).

◦ Рассмотрим при |t| < η функцию φ(t) = f( ~x0 + t~x), φ(0) = f(x0).

По определению 4.17.1 ∀|t| < η φ(0) = f(x0) 6 f(x0 + tx) =
φ(t) ⇒ при t = 0 — есть точка локального min функции φ(t) ⇒ из
свойств функции одной переменной φ′(0) = 0.

С другой стороны (док-во формулы Тейлора при k = 1):

φ′(0) =
∂f

∂x1
(x0)x1 + . . .+

∂f

∂xn
xn

∂f

∂x1
(x0)x1 + . . .+

∂f

∂xn
(x0)xn = 0 ∀~x 6= 0.

~x = ~ei — базисный вектор
∂f
∂xi

(x0) = 0 ∀i.
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ОПР 4.14.4 (стационарной точки).
Пусть f : U → R, U — открытое, f — дифференцируема в U . Точка x0

называется стационарной если ∀i ∂f

∂xi
(x0) = 0.

4.15 Квадратичная форма

ОПР 4.15.1 (квадратичной формы).
Пусть Q : Rn → R, Q(x) =

∑n
j=1 aijxixj. Отображение Q(~x) — называется

квадратичной формой, aij — матрица квадратичной формы (симметричная).

4.15.2 Свойства квадратичной формы

. 1. Q(t~x) = t2Q(~x) ∀t ∈ R;

2. Q(0) = 0;

3. Q(x) — непрерывное отображение.

ОПР 4.15.3 (положительно и отрицательно определённой квадратичной фор-
мы).

Квадратичная форма Q называется положительно (отрицательно) опреде-
лённой, если ∀~x 6= 0 Q(~x) > 0 (Q(~x) < 0).

ОПР 4.15.4 (положительной и отрицательной квадратичных форм).
Квадратичная форма Q называется положительной (отрицательной), если

∀~x ∈ Rn Q(~x) > 0 (Q(~x) 6 0).

ОПР 4.15.5 (неопределенной квадратичной формы).
Квадратичная форма Q называется неопределенной, если
∃~x, ~y ∈ Rn Q(x) > 0, Q(y) < 0.

Пример 4.15.6 (Квадратичных форм).

. В R2, (x1, x2):

x2
1 + x2

2 — положительно определенная

−x2
1 − x2

2 — отрицательно определенная

x2
1 — положительная

−x2
2 — отрицательная

x2
1 − x2

2 — неопределенная
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Пример 4.15.6.1 (Определённость формы).

. Пусть R2, (x, y)

◦ Q(x, y) = x2 + y2; A =

(
1 0
0 1

)

.

x2 + y2 = 0 ⇔ x = 0, y = 0 — положительно определённая квадра-
тичная форма.

◦ Q(x, y) = −x2 − y2; A =

(
−1 0
0 −1

)

.

−x2 − y2 = 0 ⇔ x = 0, y = 0 — отрицательно определённая квадра-
тичная форма.

◦ Q(x, y) = x2 + 0 · y2; A =

(
1 0
0 0

)

— положительная, но не положи-

тельно определённая квадратичная форма. Q(0, 1) = 0.

◦ Q(x, y) = x2−y2 — неопределённая.Q(1, 0) = 1 > 0; Q(0, 1) = −1 < 0.

Теорема 4.15.7 (Монотонность положительно определённой квадратичной
формы).

. Пусть

Q(~x) — положительно определённая квадратичная форма.

. Тогда

∃k1, k2 ∈ R k1 > 0, k2 > 0, что (F) k2 · ‖~x‖2
n 6 Q(~x) 6 k1 · ‖~x‖2

n.

. Доказательство.

◦ Если ~x = 0, то (F) выполняется — это очевидно.

◦ Пусть S1(0) = {~x ‖~x‖n = 1}. Очевидно, что S1(0) — ограничено в Rn

и замкнута в Rn. Отсюда следует, что S1(0) — компактное метриче-
ское пространство.

◦ Рассмотрим метрическое отображение Q(~x), где ~x ∈ S1(0), Q(~x) —
непрерывна, т.к. является многочленом.

◦ Q(~x), при ‖~x‖n = 1 — определена на компактном множестве S1(0), а
согласно теореме Вейерштрасса — ∃~x1, ~x2 ∈ S1(0) при ~x1 6= ~x2(!) —

X max‖~x‖=1Q(~x) = Q(~x1) = k1 > 0;

X min‖~x‖=1Q(~x) = Q(~x2) = k2 > 0.

k2 6 Q(~x) 6 k1 − ∀x ‖x‖n = 1.
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◦ Пусть ~y ∈ Rn, тогда если ‖~y‖n 6= 0, то ~y
‖~y‖n

∈ S1(0), следовательно

имеет место такой факт:

k2 6 Q

(
~y

‖~y‖n

)

6 k1 ⇒

⇒ k2 6
1

‖~y‖2
n

·Q(~y) 6 k1 ⇒

⇒ k2 · ‖~y‖2
n 6 Q(~y) 6 k1 · ‖~y‖2

n.

ОПР 4.15.8 (Матрица Гессе).
Пусть f : U → R, f ⊆ C2(U). Из формулы Тейлора с остаточным членом

в форме Лагранжа: f(~x) = f(~x0) + L(~x − ~x0) +
1

2
·∑i, j

∂2f

∂xi · ∂xj
· (xi − xi0) ·

· (xj − xj0) + ε2(~x) · ‖~x‖2
n.

aij =
∂2f

∂xi · ∂xj
(~x0); aij = aji;

{

∂2f

∂xi · ∂xj
(~x0)

}

— называется матрицей

Гессе. A— квадратичная форма, построенная по матрице Гессе называется
квадратичной формой, ассоциативной с f в точке ~x0.

Теорема 4.15.9 (О квадратичной форме, ассоциативной с функцией в точке).

. Пусть

◦ U — открыто в Rn, f : U → R, f ∈ C2(U).

◦ ~x0 — экстремальная точка.

. Тогда

Если ~x0 — локальный максимум, то квадратичная форма ассоциатив-
ная с f в точке ~x0 — отрицательна. Если x0 — локальный минимум, то
положительна.

. Доказательство.

◦ Согласно теореме Тейлора: f(~x0 + t · ~x) = f(~x0) + L(tx) + 1
2 · Q(t ·

·~x)+ε2(t·~x)·‖t·~x‖2
n. Поскольку ~x0 — экстремальная точка, то L = 0 —

согласно теореме Ферма. f(~x0 + t · ~x) = f(~x0) + 1
2 ·Q(t · ~x) + ε2(t · ~x) ·

· ‖t · x‖2
n. f(~x0 + t · ~x) − f(~x0) = t2

2 ·Q(~x) + t2 · ε2(t · ~x) · ‖x‖2
n.

◦ Т.к. ~x0 — локальный минимум, то f(~x0 + t · ~x) − f(~x0) > 0, отсюда

следует, что Q(~x)
2 +ε2(t ·~x) · ‖x‖2

n > 0. Перейдём к пределу, при t→ 0:
‖t · ~x‖n → 0 ⇒ ε2(t · ~x) → 0, из определения ε2. Отсюда следует:
∀~x : Q(~x) > 0, значит формула положительна.
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ОПР 4.15.10 (стационарной точки).
Точка ~x0 — называется стационарной точкой функции f : U → R; U ⊆ Rn,

если ∀i : ∂f
∂xi

(~x0) = 0.

Экстремальные точки — стационарные, обратное — не верно.

Теорема 4.15.11 (Достаточные условия экстремума).

. Пусть

◦ U — открыто в Rn, f : U → R, f ∈ C2(U);

◦ ~x0 — стационарная точка функции f .

. Тогда

Если квадратичная форма ассоциативная с функцией f в точке ~x0 —
положительно определена, то ~x0 — точка минимума. Аналогично, если
квадратичная форма — отрицательно определена, то ~x0 — максимум.

. Доказательство.

◦ Т.к. f ∈ C2(U), то имеет место формула Тейлора: f(~x) = f(~x0) +
L(~x − ~x0) + 1

2 · Q(~x − ~x0) + ε2(~x) · ‖~x − ~x0‖2
n, т.к. ~x0 — стационарная

точка, то L = 0, f(~x) = f(~x0) + 1
2 ·Q(~x− ~x0) + ε2(~x) · ‖~x− ~x0‖2

n.

◦ Пусть Q— положительна определена, тогда в силу теоремы о квад-
ратичной форме 4.15.7 на стр. 104, имеет место: k2 · ‖~x − ~x0‖2

n 6

6 Q(~x− ~x0) 6 k1 · ‖~x− ~x0‖2
n; k1, k2 > 0.

◦ Выберем шар Bε(~x0) так, чтобы |ε2(~x)| < ~x0

2 − ∀~x ∈ Bε(~x0); это
возможно, ибо ε2(~x) → 0, при ~x→ ~x0;

f(~x) > f(~x0) +
1

2
·Q(~x− ~x0) −

k1

2
· ‖~x− ~x0‖2

n >

> f(~x0) +
k1

2
· ‖~x− ~x0‖2

n − k1

2
· ‖~x− ~x0‖2

n = f(~x0).

Отсюда следует, что ∃ε > 0: ∀x ∈ Bε(~x0) : f(~x) > f(~x0).

Следствие 4.15.11.1 (Случай неопределённой квадратичной формы).

. Если Q(~x) — не определена, то существует шар

Bε(~x0) ⊆ U и ~x1, ~x2 f(~x1) > f(~x0) и f(~x2) < f(~x0).
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. Доказательство.

◦ Очевидно.

Пример 4.15.11.2 (Стационарных, не экстремальных точек).

. f(~x, ~y) = x2 + y3, (2 · x, 3 · y2); x = 0, y = 0 — стационарная точка.
(

2 0
0 6 · y

)

(0, 0) =

(
2 0
0 0

)

; p2 + 0 · q2 > 0; (0, 0) — не является экстре-

мальной.

. f(~x, ~y) = x2 + y4; (0, 0) — стационарная.
(

2 0
0 12 · y2

)

(0, 0) =

(
2 0
0 0

)

; p2 + 0 · q2 > 0 — не экстремальная.

4.16 Аналитические многообразия

ОПР 4.16.1 (аналитического многообразия).
Множество M ⊂ Rn — называется аналитических многообразием размер-

ности (n − k), если существуют такие функции φ1, φ2, . . . , φk, что ∀~x ∈
M : φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0, φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0, . . . , φk(x1, x2, . . . , xn) = 0;
φi — дважды непрерывно дифференцируема.

ОПР 4.16.2 (регулярной точки).
Точка ~x0 ∈M — называется регулярной, если ранг матрицы

rk

{
∂φi
∂xj

(x0)i=1, 2, ..., k
j=1, 2, ..., n

}

= k,

в противном случае точка ~x0 — называется особой.

ОПР 4.16.3 (регулярного аналитическое многообразие).
Аналитическое многообразие M — называется регулярным, если
∀~x ∈ Rn : ~x— регулярная точка.

Пример 4.16.4 (Аналитических многообразий).

. Пусть R3; φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1; аналитическое многообразие M
определяется уравнением x2 + y2 + z2 − 1 = 0 — это сфера. Докажем, что

сфера — регулярное аналитическое выражение: (2x, 2y, 2z),







x = 0;

y = 0;

z = 0.

—

условие того, что ранг равен 0, но точка (0, 0, 0) 6∈M.
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. φ(x, y, z) = x3 + y3 + z3, тогда M : x3 + y3 + z3 = 0; матрица (3 · x2, 3 ·
· y2, 3 · z2); ранг 0 в (0, 0, 0) ∈M ⇒M не является регулярным.

. Пусть f : Rn → R, тогда рассмотрим множество пар (x, f(x)), т.е. график:

(~x, f(~x)) ∈ Rn × R = Rn+1; докажем, что график дифференцируемой
функции — регулярное аналитическое многообразие: обозначим график
как x1, x2, . . . , xn+1, рассмотрим F (~x) = xn+1 − f(x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇒
уравнение определяет график функции.

Рассмотрим
(

− ∂f
∂x1

, − ∂f
∂x2

, . . . , − ∂f
∂xn

, 1
)

: ранг всегда 1 ⇒ является.

. Пусть F : Rn → Rk ⇒ определены

f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fk(x1, x2, . . . , xn),

тогда определим аналитическое многообразие в Rn × Rk :






xn+1 − f1(x1, x2, . . . , xn) = 0;

xn+2 − f2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...

xn+k − fk(x1, x2, . . . , xn) = 0.

;

докажем, что оно — регулярно:








− ∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xn
1 0 . . . 0

− ∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
. . . ∂f2

∂xn
0 1 . . . 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

− ∂fk

∂x1

∂fk

∂x2
. . . ∂fk

∂xn
0 . . . 0 1









⇒

⇒ есть нулевой минор размерности k × k.

ОПР 4.16.5 (параметризуемое аналитическое многообразие).
Аналитическое многообразие M назовём параметризуемым в окрестности

точки x0, если существует такое отображение g : U → Rn, где U ⊆ Rn−k,
что g(~y0) = ~x0 и ∀~y ∈ U :







φ1



g1(

=~y
︷ ︸︸ ︷
y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gn(~y)



 = 0;

...

φk (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gn(~y)) = 0.

;







x1 = g1(y1, y2, . . . , yn−k);
...

xn = gn(y1, y2, . . . , yn−k).

.
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Если окрестность U точки ~y0 M ⊆ g(U), то M — называется параметризуе-
мым.

Следствие 4.16.5.1 (Теорема о неявном отображении).

. Если точка ~x0 ∈ M — регулярная, то существует окрестность точки ~x0,
допускающая параметризацию.

ОПР 4.16.6 (линейного многообразия).
Предположим, что задано аналитическое многообразие M. φi(x1, . . . , xn) =

0, i = 1, ..., k. Предположим, что φ имеет вид:

φi =

n∑

j=1

aijxj + ei i = 1, . . . , k.

В этом случае M — называется линейным многообразием.
Предположим, x0 ∈M , тогда в силу линейности алгебры φi можно пред-

ставить в виде:

φi =
n∑

j=1

aij(xj − x0j),

где aij — элементы матрицы A размера k × n.
Уравнение линейного многообразия имеет вид: A(x−x0) = 0. В этом случае

будем говорить, что линейное многообразие M проходит через точку x0.

ОПР 4.16.7 (касательного пространства и касательной плоскости).
Пусть M — произвольное аналитическое многообразие и x0 ∈ M . По-

скольку многообразие M задаётся системой уравнений φi(x1, . . . , n) = 0, i =
1, . . . , k, то сопоставим многообразию M и точке x0 матрицу:

A =

{

∂φi

∂xj
(x0)

}

.

Согласно тому, что M — многообразие, матрица A имеет максимальный
ранг равный k.

Всякой точке x0 ∈M можно сопоставить линейное многообразие Tx0
вида

A(x− x0) = 0 или в координатах:

∑ ∂φi

∂xj
(x0)(xj − x0j) = 0.

В этом случае линейное многообразие Tx0
называется касательным про-

странством к многообразию в точке x0.
Если k = 1, то Tx0

называется касательной плоскостью.

Пример 4.16.8 (касательного пространства и касательной плоскости).
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. Пусть φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,m0 = (x0, y0, z0) ∈ S, следовательно:

x2
0 + y2

0 + z2
0 = 1

A = (2x, 2y, 2z)

A(m0) = (2x0, 2y0, 2z0)

A(x −m0) : (2x0, 2y0, 2z0) ·





x− x0

y − y0
z − z0



 = 0

2x0(x− x0) + 2y(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0 — плоскость

x0x+ y0y − y2
0 + z0z − z2

0 = x0x+ y0y + z0z − 1

4.16.9 Замечание

. Пусть f : Rn → R в Rn+1;M : xn+1 − f(x1 . . . xn) = 0, xn+1 = z

~x0 — точка локального экстремума функции f , тогда очевидно, что
z0 = f(x0), (z0, x0) ∈M .

Рассмотрим как выглядит касательная к пространству в точке (z0, x0):

A =

(

− ∂f

∂x1
(x0),−

∂f

∂x2
(x0), . . . ,−

∂f

∂xn
(x0)

)

.

Уравнение касательной в точке z0, x0 имеет вид:

z − z0 =
∂f

∂x1
(x1 − x01) + . . .+

∂f

∂xn
(xn − x0n)

∂f

∂xi
(x0) ∀i.

Т.к. экстремум, то уравнение касательной плоскости будет:z = z0. Т.е.
плоскость параллельна Rn.

Если ~x0 — стационарная точка, то касательная плоскость в этой точке
имеет вид: z = z0 = f(x0).

ОПР 4.16.10 (касательного проектора).
Пусть M — аналитическое многообразие; ~x0 — регулярная точка;

L =
{

∂φi

∂xj
(x0)

}

, тогда линейное многообразие L · (~x − ~x0) = 0, такое ли-

нейное аналитическое многообразие называется аналитическим проектором
к аналитическому многообразию M в точке ~x0.

Замечание 4.16.11 (Из алгебры).
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. Матрица k × n, k < n :








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
ak1 ak2 . . . akn








= A,

если rk A = k, ~δi = (ai1, ai2, . . . , ain), i=1, 2, ..., k; A · ~x = 0, то это озна-

чает, что
(

~δi, ~x
)

= 0, i=1, 2, ..., k; ~δi =
(

∂fi

∂x1
(~x0),

∂fi

∂x2
(~x0), . . . ,

∂fi

∂xn
(~x0)

)

—

линейно независима (градиент перпендикулярен всем векторам).

Пример 4.16.11.1 (перпендикулярности градиента).

. Пусть M : x2 + y2 + z2 − 3 = 0; (1, 1, 1) ∈ M ; (2x, 2y, 2z); (2, 2, 2); (2 ·
· (x− 1) + 2 · (y − 1) + 2 · (z − 1)) = 0 = x+ y + z − 3.

ОПР 4.16.12 (лежания на параметрическом многообразии).

Пусть (a, b) ⊆ R, γ : (a, b) → Rn, тогда определена кривая в Rn; будем
говорить, что кривая лежит на параметрическом многообразии M , если ∀t ∈
(a, b) :







φ1(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0;

φ2(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0;
...

φk(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0.

Лемма 4.16.13 (принадлежность касательного вектора).

. Пусть

t0 : ~x0 = ~γ(t0).

. Тогда

Касательный вектор в точке t0 к кривой ~γ принадлежит касательному
пространству к M в точке ~x0.

. Доказательство.

◦ Напомним, что касательный вектор к кривой в точке t0 определяется
как

~σ =

(
∂γ1

∂t
(t0),

∂γ2

∂t
(t0), . . . ,

∂γn

∂t
(t0)

)

.
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◦ Рассмотрим φj(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)) = 0−∀t ∈ (a, b), где t0 ∈ (a, b),
тогда

∂

∂t
φj(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)) = 0;

n∑

i=1

∂φj

∂xi
(γ(t0)) ·

∂γi

∂t
(t0) = 0 ⇒

⇒
n∑

i=1

∂φj

∂xi
(~x0) ·

∂γi

∂t
(t0) = 0 − ∀j = 1, 2, . . . , k ⇒ L · ∂γ

∂t
(t0) = 0.

ОПР 4.16.14 (независимых кривых).

Будет говорить, что кривые ~γ1, ~γ2, . . . , ~γ` — независимы в точке t0, если
касательные вектора линейно независимы.

Лемма 4.16.15 (Существование независимых кривых).

. Пусть

x0 — регулярная точка аналитического многообразия M .

. Тогда

Если k— число функций φ1, φ2, . . . , φk, определённых на M , то суще-
ствует n− k независимых кривых, проходящих через точку ~x0.

. Доказательство.

◦ x0 — регулярная, тогда







φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0;

φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...

φk(x1, x2, . . . , xn) = 0.

— уравнение линейного аналитического многообразия, в силу теоре-
мы о неявных отображениях 4.16.5.1 на стр. 109: существует точка
~y0 и отображение g : Rn−k → Rk g(~y0) = ~x0 и







φ1 (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;

φ2 (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;
...

φk (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;

.
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Рассмотрим точку ~y0 и определим отображение

~γs =

























g1(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)
g2(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)

. . .
gk(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)

y10
y20
...

ys−1 0

ys0 + t
ys+10

...
yn+k

























⇒

⇒ γs −∀s = 1, 2, . . . , (n− k) — кривая, ~γs ∈M ⇒ линейно независи-
ма.

ОПР 4.16.16 (условного min и max).
Пусть M ⊂ Rn — аналитическое многообразие, предположим, что M ⊂

V, V — открыто в Rn. f : V → R. Тогда точка m0 ∈M называется условным
локальным min(max), если существует окрестность U точки m0 ∀x ∈ U ∩M
имеет место:f(x) > f(m0) (f(x) 6 f(m0)).

ОПР 4.16.17 (условного экстремума).
Точка m0 называется точкой условного экстремума функции f , если m0

либо точка условного локального max или условного локального min.
Пример: f(x, y) = x+ y x2 + y2 − 1 = 0.

Пример 4.16.17.1 (Простой).

. Пусть

f = x+ y; M : x2 + y2 = 1

φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0;

φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0;

x1 = F1(xk+1, xk+2, . . . , xn);

. . . ;

xk = Fk(~x);

f(F1(xk+1, xk+2, . . . , xn), F2(~x), . . . , Fk(~x), xk+1, xk+2, . . . , xn)

от (n− k) переменных, но так выразить x1, x2, . . . , xn не получается.
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Теорема 4.16.18 (О необходимом условии условного экстремума).

. Пусть

M ⊆ Rn — аналитическое многообразие, заданное в виде







φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0;

φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...

φm(x1, x2, . . . , xn) = 0.

.

Пусть f : Rn → R; ~x0 ∈ M — регулярная точка условного экстремума
функции f .

. Тогда

Существуют вещественные числа

λ1, λ2, . . . , λm
∂f

∂xi
(λi) =

m∑

i=1

λi ·
∂φi

∂xj
− ∀j = 1, 2, . . . , n;

градиент функции f в ~x0 — есть линейная комбинация градиентов φi в
~x0.

. Доказательство.

◦ Пусть ~x0 ∈M, тогда ∃φ : (−δ, δ) → Rn, такая, что ~φ(t) ⊆M −∀t |t| <
δ — кривая на аналитическом многообразии. ~φ(0) = ~x0, рассмотрим

F (t) = f(~φ(t)) : f(−δ, δ) → R, t0 = 0 — точка экстремума функции
F (t).

◦ При достаточно малом δ:

dF

dt
(0) =

n∑

i=1

∂f

∂x
(~φ(0)) · dφi

dt
(0) =(т.к. φ(0) = x0)

n∑

i=1

∂f

∂xi
(~x0) ·

dφi

dt
(0).

Следовательно вектор

(
∂f

∂x1
(~x0),

∂f

∂x2
(~x0), . . . ,

∂f

∂xn
(~x0)

)

— перпендикулярен вектору из касательного пространства. Т.к. кри-

вая произвольная ⇒ вектор
(

∂f
∂x1

(~x0),
∂f
∂x2

(~x0), . . . ,
∂f
∂xn

(~x0)
)

— пер-

пендикулярен каждому вектору из касательного пространства. Мож-
но выбрать n кривых: их касательные векторы образуют базис ка-
сательного пространства.
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◦ Т.к. ~x0 — регулярная, то это означает, что данные вектора линейно
независимы и образуют пространство, натягивающееся на эти век-
тора.

Следствие 4.16.18.1 (Метод Э.-Л. поиска условного экстремума).

. Пусть f : Rn → R, φi(x1 . . . xn) = 0(i = 1, . . . , k).

Пусть H = f +
∑k

i=1 λiφi — функция Лагранжа.







∂H

∂xi
= 0 n уравнений

φ(x1, . . . , xn) = 0 (i = 1, . . . , k) k уравнений

Т.о. число неизвестных равно n+ k.

Пример 4.16.19 (Пример 1).

. Дано: Найти maxS прямоугольника: x, y — стороны, P — периметр.

. Решение:

f = xy

φ(x, y) = 2(x+ y) − P = 0

H = xy + λ(2(x+ y) − P )

∂H

∂x
= y + 2λ = 0,

∂H

∂y
= x+ 2λ = 0 (усл-ие на безусл. экстр.)

⇒ x = −2λ, y = −2λ

2(x+ y) − P = 0

2(−2λ− 2λ)) − P = 0 т.к. точка удовлетворяет линейному многообразию

−8λ− P = 0

⇒ λ = −P
8

⇒ x = y =
P

4
⇒ это квадрат.

Пример 4.16.20 (Пример 2).

. Дано: парабола y = x2 и прямая y = x
3 −5. Найти расстояние от параболы

до прямой.

. Решение:

Пусть (u, v) — точка на параболе, (p, q) — на прямой;

f(u, v, p, q) = (u− p)2 + (v − q)2
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Ограничения:
{

v − u2 = 0

q − p
3 + 5 = 0

H(u− p)2 + (v − q)2 + λ(v − u2) + µ(q − p

3
+ 5)







∂H

∂u
= 2(u− p) − 2λu = 0

∂H

∂v
= 2(v − q) + λ = 0

∂H

∂p
= −2(u− p) − µ

3
= 0

∂H

∂q
= −2(v − q) + µ = 0

v − u2 = 0

q − p

3
+ 5 = 0

Теорема 4.16.21 (Формула Тейлора для функций многих переменных ).

. Пусть

U ∈ Rn, U — открытое множество, f : U → Rm, ~x0 ∈ U, f ∈ Cr(U).

. Тогда

∀~x ( ~x0 + ~x) ∈ U имеет место:

f( ~x0 + ~x) = f( ~x0) +
∑

16|α|6r

1

α!
· (Dαf(xi) · xα) + εr(~x) · ‖x‖2

n

— формула Тейлора, где εr(x) −−−−−→
‖x‖n→0

0.

. Доказательство.

◦ Введём функцию φ(t) = f( ~x0 + t~x). Очевидно, что φ(0) = f( ~x0).

φ(k)(0) =
∑

|α|=k

k!

α!
·Dαf(x0) · xα.

◦ Пусть η > 0 βη( ~x0 ⊂ U). Будем считать, что ‖~x‖n < η.

Тогда φ(t) определено ∀t ∈ [−1, 1].

φ(t) — дифференцируема по tr-раз.
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◦ Применим к φ(t) формулу Тейлора:

φ(t) = φ(t0) +
φ′(t)

1!
(t− t0) + . . .+

φ(k)(t0)

k!
(t− t0)

k +
φ2(θ)

r!
(t− t0)

r

— формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, где t, t0 ∈
[−1, 1], θ ∈ (t0, t).

◦ Возьмём t0 = 0, t = 1:

φ(1) = φ(0) +
φ′(0)

1!
+ . . .+

φ(k)(0)

k!
+ . . .+

φ(r)(θ)

r!
=

= φ(0) + . . .+
φ(r)(0)

r!
+ . . .+

φ(r)(θ) − φ(r)(0)

r!
0 < θ < 1

◦ Теперь подставим:

φ(k)(0) =
∑

|α|=k

k!

α!
Dαf(x0 · xα)

f( ~x0 + ~x) = f(x0) +
∑

06|α|6r

1

α!
Dαf(x0) · xα + εr(x) · ‖~x‖2

n

εr(x) · ‖~x‖2
n =

φ(r)(θ) − φ(r)(0)

r!
=

=
1

r!
·
∑

|α|=r

1

α!
· D

αf( ~x0 + θ~x) −Dαf( ~x0)

r!
=

= ‖x‖r
n

∑

|α|=r

1

α!

Dαf(θ) −Dαf(x0)

r!
· xα

‖x‖r
n

εr(x) =
∑

|α|=r

1

α

(
Dαf(θ) −Dαf(x0)

r!

)

· xα

‖x‖r
n

◦ Докажем, что εr(x) −−−−−→
‖~x‖n→0

0. Поскольку Dαf(x) — непрерывен по

условию, то (Dαf(θ) −Dαf(x0)) −−−−−→
‖~x‖n→0

0.

xα

‖x‖r
n

=
xα1

1 xα2

2 . . . xαn
n

‖x‖α1
n ‖x‖α2

n . . . ‖x‖α1
n

∀i = 1, . . . , n

xαi

i

‖x‖αi
n

=

(
xi

‖x‖n

)αi

< 1 по свойству нормы ⇒ εr(x) −−−−−→
‖~x‖n→0

0
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4.17 Локальные экстремумы

ОПР 4.17.1 (локальных max и min).
Пусть U ⊂ Rn, U — открыто; f : U → R, ~x0 ∈ U . Будем говорить, что ~x0

является локальным max(min) функции f если:

∃ε > 0 Bε(x0) ⊂ U, ∀x ∈ Bε(x0) f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)).

ОПР 4.17.2 (локального экстремума).
~x0 называется точкой локального экстремума функции f если x0 — либо

локальный max, либо локальный min.

Теорема 4.17.3 (Необходимое условие локального экстремума).

. Пусть f : U → R, U ∈ Rn, U — открыто, f – дифференцируема в U . Если
~x0 ∈ U — точка локального экстремума функции f , то Dx0

f = 0 (нулевое
отображение).

Dxf = 5f(x0) =

(

∂f

∂x1
(x0) . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)

= (0, . . . , 0),

∂f

∂x1
(x0) = 0 ∀i = 1, . . . , n

. Доказательство.

◦ Пусть x ‖x‖n 6= 0, x0 ⊂ U , тогда ∃δ > 0 Dδ(x0) ⊂ U .

Более того, потребуем, чтобы ∀x ⊂ Bδ(x0) f(x) > f(x0) (рас-
смотрим случай локального минимума).

◦ Рассмотрим при |t| < η функцию φ(t) = f( ~x0 + t~x), φ(0) = f(x0).

По определению 4.17.1 ∀|t| < η φ(0) = f(x0) 6 f(x0 + tx) =
φ(t) ⇒ при t = 0 — есть точка локального min функции φ(t) ⇒ из
свойств функции одной переменной φ′(0) = 0.

С другой стороны (док-во формулы Тейлора при k = 1):

φ′(0) =
∂f

∂x1
(x0)x1 + . . .+

∂f

∂xn
xn

∂f

∂x1
(x0)x1 + . . .+

∂f

∂xn
(x0)xn = 0 ∀~x 6= 0.

~x = ~ei — базисный вектор
∂f
∂xi

(x0) = 0 ∀i.
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ОПР 4.17.4 (стационарной точки).
Пусть f : U → R, U — открытое, f — дифференцируема в U . Точка x0

называется стационарной если ∀i ∂f

∂xi
(x0) = 0.

4.18 Квадратичная форма

ОПР 4.18.1 (квадратичной формы).
Пусть Q : Rn → R, Q(x) =

∑n
j=1 aijxixj. Отображение Q(~x) — называется

квадратичной формой, aij — матрица квадратичной формы (симметричная).

4.18.2 Свойства квадратичной формы

. 1. Q(t~x) = t2Q(~x) ∀t ∈ R;

2. Q(0) = 0;

3. Q(x) — непрерывное отображение.

ОПР 4.18.3 (положительно и отрицательно определённой квадратичной фор-
мы).

Квадратичная форма Q называется положительно (отрицательно) опреде-
лённой, если ∀~x 6= 0 Q(~x) > 0 (Q(~x) < 0).

ОПР 4.18.4 (положительной и отрицательной квадратичных форм).
Квадратичная форма Q называется положительной (отрицательной), если

∀~x ∈ Rn Q(~x) > 0 (Q(~x) 6 0).

ОПР 4.18.5 (неопределенной квадратичной формы).
Квадратичная форма Q называется неопределенной, если
∃~x, ~y ∈ Rn Q(x) > 0, Q(y) < 0.

Пример 4.18.6 (Квадратичных форм).

. В R2, (x1, x2):

x2
1 + x2

2 — положительно определенная

−x2
1 − x2

2 — отрицательно определенная

x2
1 — положительная

−x2
2 — отрицательная

x2
1 − x2

2 — неопределенная
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Теорема 4.18.7 (Представление квадратичной формы).

. Любая квадратичная форма (при смене базиса) может быть представлена
в виде:

n∑

i=1

αix
2
i ,

где αi = {0, 1,−1}.

. Доказательство.

◦

ОПР 4.18.8 (линейного многообразия).
Предположим, что задано аналитическое многообразие M. φi(x1, . . . , xn) =

0, i = 1, ..., k. Предположим, что φ имеет вид:

φi =
n∑

j=1

aijxj + ei i = 1, . . . , k.

В этом случае M — называется линейным многообразием.
Предположим, x0 ∈M , тогда в силу линейности алгебры φi можно пред-

ставить в виде:

φi =

n∑

j=1

aij(xj − x0j),

где aij — элементы матрицы A размера k × n.
Уравнение линейного многообразия имеет вид: A(x−x0) = 0. В этом случае

будем говорить, что линейное многообразие M проходит через точку x0.

ОПР 4.18.9 (касательного пространства и касательной плоскости).
Пусть M — произвольное аналитическое многообразие и x0 ∈ M . По-

скольку многообразие M задаётся системой уравнений φi(x1, . . . , n) = 0, i =
1, . . . , k, то сопоставим многообразию M и точке x0 матрицу:

A =

{

∂φi

∂xj
(x0)

}

.

Согласно тому, что M — многообразие, матрица A имеет максимальный
ранг равный k.

Всякой точке x0 ∈M можно сопоставить линейное многообразие Tx0
вида

A(x− x0) = 0 или в координатах:

∑ ∂φi

∂xj
(x0)(xj − x0j) = 0.
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В этом случае линейное многообразие Tx0
называется касательным про-

странством к многообразию в точке x0.

Если k = 1, то Tx0
называется касательной плоскостью.

Пример 4.18.10 (касательного пространства и касательной плоскости).

. Пусть φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,m0 = (x0, y0, z0) ∈ S, следовательно:

x2
0 + y2

0 + z2
0 = 1

A = (2x, 2y, 2z)

A(m0) = (2x0, 2y0, 2z0)

A(x −m0) : (2x0, 2y0, 2z0) ·





x− x0

y − y0
z − z0



 = 0

2x0(x− x0) + 2y(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0 — плоскость

x0x+ y0y − y2
0 + z0z − z2

0 = x0x+ y0y + z0z − 1

4.18.11 Замечание

. Пусть f : Rn → R в Rn+1;M : xn+1 − f(x1 . . . xn) = 0, xn+1 = z

~x0 — точка локального экстремума функции f , тогда очевидно, что
z0 = f(x0), (z0, x0) ∈M .

Рассмотрим как выглядит касательная к пространству в точке (z0, x0):

A =

(

− ∂f

∂x1
(x0),−

∂f

∂x2
(x0), . . . ,−

∂f

∂xn
(x0)

)

.

Уравнение касательной в точке z0, x0 имеет вид:

z − z0 =
∂f

∂x1
(x1 − x01) + . . .+

∂f

∂xn
(xn − x0n)

∂f

∂xi
(x0) ∀i.

Т.к. экстремум, то уравнение касательной плоскости будет:z = z0. Т.е.
плоскость параллельна Rn.

Если ~x0 — стационарная точка, то касательная плоскость в этой точке
имеет вид: z = z0 = f(x0).
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4.19 Условный экстремум

ОПР 4.19.1 (условного min и max).
Пусть M ⊂ Rn — аналитическое многообразие, предположим, что M ⊂

V, V — открыто в Rn. f : V → R. Тогда точка m0 ∈M называется условным
локальным min(max), если существует окрестность U точки m0 ∀x ∈ U ∩M
имеет место:f(x) > f(m0) (f(x) 6 f(m0)).

ОПР 4.19.2 (условного экстремума).
Точка m0 называется точкой условного экстремума функции f , если m0

либо точка условного локального max или условного локального min.
Пример: f(x, y) = x+ y x2 + y2 − 1 = 0.

Теорема 4.19.3 (Метод неопр-ых множителей Эйлера-Лагранжа).

. Если m0 — точка условного локального экстремума f на многообразии
M : {φ(x1 − xn) = 0, i = 1, . . . , k}, то ∃λ1, . . . , λk ∈ R такие, что:

∂

∂xi
(f + λ1φ1 + . . .+ λkφk) = 0, ∀i = 1, . . . , n.

Производная вычисляется в точке m0.

Другими словами, существуют такие константы λ1 . . . λk, что точка
m0 является безусловным локальным экстремумом функции:

H = f + λ1φ1 + . . .+ λkφk,

которая называется функцией Лагранжа.

. Доказательство.

◦ Будем доказывать при n = 2 (2-хмерное пространство, хотя док-во
справедливо для n-мерного пространства).

φ(x, y) = 0 — уравнение аналитического многообразия. ∀(x0, y0) ∈
M :

∂f2

∂x
(x0, y0) +

∂f2

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Рассмотрим R3(x, y, z):

{

z = f(x, y)

φ(x, y) = 0)

Многообразие в R3, одномерно.

m0 = (x0, y0) — точка локального экстремума f .

z0 = f(x0, y0), (x0, y0, z0) ∈M ′
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◦ Уравнение касательной пространства в точке (x0, y0, z0) к φ(x, y) = 0:

z − z0 =
∂f

∂x
(m0)(x− x0) +

∂f

∂y
(m0)(y − y0)

— уравнение касательной к z = f(x, y).

∂φ

∂x
(m0)(x − x0) +

∂φ

∂y
(m0)(y − y0) = 0

— уравнение касательной к φ(x, y) = 0.

Пересечение этих плоскостей — прямая, параллельная R2. Если
бы это было не так, то производная была бы либо положительная,
либо отрицательная и торчала бы под углом. Следовательно, z = z0
и:

∂f

∂x
(m0)(x − x0) +

∂f

∂y
(m0)(y − y0) = 0

∂φ

∂x
(m0)(x − x0) +

∂φ

∂y
(m0)(y − y0) = 0

В матричном виде это означает:







∂f

∂x
(m0),

∂f

∂y
(m0)

∂φ

∂x
(m0),

∂φ

∂y
(m0)







·
(
x− x0

y − y0

)

= 0

⇒ ∃λ такое, что:

(

∂f

∂x
(m0),

∂f

∂y
(m0)

)

= λ

(

∂φ

∂x
(m0),

∂φ

∂y
(m0)

)

⇒ ∂f

∂x
(m0) = λ

∂φ

∂x
(m0) ⇒

∂

∂x
(f − λφ)(m0) = 0

∂f

∂y
(m0) = λ

∂φ

∂y
(m0) ⇒

∂

∂y
(f − λφ)(m0) = 0

Все эти условия — условия экстремальности функции f−λφ в точке
m0.

Следствие 4.19.3.1 (Метод Э.-Л. поиска условного экстремума).
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. Пусть f : Rn → R, φi(x1 . . . xn) = 0(i = 1, . . . , k).

Пусть H = f +
∑k

i=1 λiφi — функция Лагранжа.







∂H

∂xi
= 0 n уравнений

φ(x1, . . . , xn) = 0 (i = 1, . . . , k) k уравнений

Т.о. число неизвестных равно n+ k.

Пример 4.19.4 (Пример 1).

. Дано: Найти maxS прямоугольника: x, y — стороны, P — периметр.

. Решение:

f = xy

φ(x, y) = 2(x+ y) − P = 0

H = xy + λ(2(x+ y) − P )

∂H

∂x
= y + 2λ = 0,

∂H

∂y
= x+ 2λ = 0 (усл-ие на безусл. экстр.)

⇒ x = −2λ, y = −2λ

2(x+ y) − P = 0

2(−2λ− 2λ)) − P = 0 т.к. точка удовлетворяет линейному многообразию

−8λ− P = 0

⇒ λ = −P
8

⇒ x = y =
P

4
⇒ это квадрат.

Пример 4.19.5 (Пример 2).

. Дано: парабола y = x2 и прямая y = x
3 −5. Найти расстояние от параболы

до прямой.

. Решение:

Пусть (u, v) — точка на параболе, (p, q) — на прямой;

f(u, v, p, q) = (u− p)2 + (v − q)2

Ограничения:
{

v − u2 = 0

q − p
3 + 5 = 0

H(u− p)2 + (v − q)2 + λ(v − u2) + µ(q − p

3
+ 5)
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





∂H

∂u
= 2(u− p) − 2λu = 0

∂H

∂v
= 2(v − q) + λ = 0

∂H

∂p
= −2(u− p) − µ

3
= 0

∂H

∂q
= −2(v − q) + µ = 0

v − u2 = 0

q −
p

3
+ 5 = 0
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Глава 5

Интегралы, зависящие от

параметра

Пусть f : [a, b] × U → R, U ⊆ Rn, обозначим: f~α(x, ~α), где (x, ~α) ∈ [a, b] × U,
Тем самым задана функция f~α(x) : [a, b] → R, зависящая от параметра ~α ∈ U ⊆
⊆ Rn.

ОПР 5.1 (Равномерного стремления).
Пусть ~α→ ~α0 в Rn (т.е. ‖~α−~α0‖n → 0), тогда будем говорить, что функ-

ция f(x, ~α) — равномерно стремится к функции f(x, ~α0) на интервале [a, b],
если ∀ε > 0: ∃δ > 0 ‖~α − ~α0‖n < δ ⇒ ‖f(x, ~α) − f(x, ~α0)‖n < ε − ∀x ∈ [a, b].
Обозначим f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) на [a, b].

Введём M(~α) = sup
x∈[a,b]

|f(x, ~α) − f(x, ~α0)|, тогда

f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) на [a, b] ⇔ lim
~α→~α0

M(~α) = 0.

ОПР 5.2 (Интеграла, зависящего от параметра).
Интегралом зависящим от параметра называется выражение вида F (~α) =

=
∫ b

a f(x, ~α) dx.

Лемма 5.3 (Предельный переход).

. Пусть

f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) на [a, b].

. Тогда

lim
~α→~α0

F (~α) = lim
~α→~α0

∫ b

a
f(x, ~α) dx =

∫ b

a
lim

~α→~α0

f(x, ~α) dx =
∫ b

a
f(x, ~α0) dx =

= F (~α0).
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. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0, ε1 = ε/(b− a), рассмотрим

|F (~α) − F (~α0)| =

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x, ~α) dx−
∫ b

a

f(x, ~α0) dx

∣
∣
∣
∣
∣
=

=(свойства интеграла)

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x, ~α) − f(x, ~α0) dx

∣
∣
∣
∣
∣
6

6

∫ b

a

|f(x, ~α) − f(x, ~α0)| dx.

◦ Выберем δ > 0 такое, что ‖~α− ~α0‖n < δ, тогда |f(x, ~α) − f(x, ~α0)| <
< ε1 — ∀x ∈ [a, b], следовательно

∫ b

a

|f(x, ~α) − f(x, ~α0)| dx 6

∫ b

a

ε1 dx = ε1 · (b− a) = ε,

то есть
|F (~α) − F (~α0)| < ε⇒ lim

~α→~α0

F (~α) ⇒ F (~α0).

Следствие 5.3.1 (Случай непрерывности).

. Пусть

f(x, ~α) — непрерывна как функция n + 1 переменной на множестве
[a, b] × U, где U — открыто в Rn.

. Тогда

Функция F (~α) =
∫ b

a f(x, ~α) dx является непрерывной в области U ⊆
⊆ Rn.

. Доказательство.

◦ Пусть ~α0 ∈ U, тогда найдётся Bε(~α0) ⊆ U ⇒ ∃In ⊂ Bε(~α0) — за-
мкнутое в Rn, тогда обозначим In+1 = [a, b] × In — ограниченное и
замкнутое, то есть это метрическое пространство (полное) компакт-
но, но f(x, ~α) непрерывна на компактном множестве ⇒ по теореме
Вейерштрасса равномерно непрерывна ⇒ если (x, ~α) → (x, ~α0), то
f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0), а в силу леммы: F (~α) → F (~α0), что и означа-
ет непрерывность, так как ~α0 выбрана произвольно, отсюда следует
непрерывность F (~α) в U .
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5.4 Дифференцирование интеграла, зависяще-

го от параметра

Теорема 5.4.1 (О дифференцируемости такого интеграла).

. Пусть

f : [a, b]×U → R, где U ⊆ R; ~α0 ∈ U и существует частная производная
∂f
∂~α (x, ~α0), причём ∂f

∂~α (x, ~α) непрерывна в окрестности точки ~α0.

. Тогда

Если опять F (~α) =
∫ b

a
f(x, ~α) dx, то F (~α) — дифференцируема в точке

~α0, причём
∂F

∂~α
(~α0) =

∫ b

a

∂f

∂~α
(x, ~α0) dx.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим отношение

F (~α) − F (~α0)

~α− ~α0
=

1

~α− ~α0
·
∫ b

a

f(x, ~α) − f(x, ~α0) dx =

=

∫ b

a

f(x, ~α) − f(x, ~α0)

~α− ~α0
dx,

но по определению

lim
~α→~α0

f(x, ~α) − f(x, ~α0)

~α− ~α0
=
∂f

∂~α
(x, ~α),

а поскольку ∂f
∂~α (x, ~α) непрерывна в окрестности точки ~α0, то

f(x, ~α) − f(x, ~α0)

~α− ~α0
⇒

∂f

∂~α
(x, ~α0) ⇒ (в силу леммы)

⇒ ∃ lim
~α→~α0

F (~α) − F (~α0)

~α− ~α0

def
=

∂F

∂~α
(~α0).

Пример 5.4.1.1 (Взятия интеграла).

. Интеграл I(t) =
∫ π/2

0
ln (t2 − sin2 x) dx для t > 1 стандартными методами

не берётся, но заметим, что ln (t2 − sin2 x) непрерывна для всех x при t >
> 1, дальше ∂

∂t ln (t2 − sin2 x) = 2t/(t2−sin2 x) — определена и непрерывна,
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откуда

I ′(t) =

∫ π/2

0

2t

t2 − sin2 x
dx =

2t

t
√
t2 − 1

· arctan

(√
t2 − 1 · tg x

t

)∣
∣
∣
∣
∣

π/2

0

=

=
π√
t2 − 1

(он табличный), а дальше

I(t) =

∫

I ′(t) dt = π · ln (t+
√

t2 − 1) + C

и константа определяется из равенства нулю на бесконечности

I ′(∞) = 0 ⇒ C = π · ln 1

2t
.

Теорема 5.4.2 (Разложение производной).

. Пусть

F (~α) =
∫ b(α)

a(α) f(x, α) dx, a(~α) и b(~α) — непрерывны и a′(~α0) с b′(~α0) —

определены в точке ~α0.

. Тогда

dF

d~α
(~α0) =

∫ b(~α)

a(~α)

∂f

∂α
(x, ~α0) dx+ b′(~α) · f(b(~α), ~α0) − a′(~α0) · f(a(~α0), ~α0).

. Доказательство.

◦ Рассмотрим отношение

F (~α) − F (~α0)

~α− ~α0
=

1

~α− ~α0
·
(
∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) dx−
∫ b(~α0)

a(~α0)

f(x, ~α0) dx

)

=

=

∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) − f(x, ~α0)

~α− ~α0
dx+

1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

b(~α0)

f(x, ~α0) dx−

− 1

~α− ~α0
·
∫ a(~α)

a(~α0)

f(x, ~α0) dx.
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◦ У первого слагаемого в силу теоремы о дифференцируемости предел
при ~α→ ~α0 существует и равен

1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

a(~α)

∂

∂α
f(x, ~α0) dx.

Рассмотрим теперь второе, оценим разность с тем что ищем

∣
∣
∣
∣
∣

1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

b(~α0)

f(x, ~α0) dx− b(~α) − b(~α0)

~α− ~α0
· f(b(~α0), ~α0)

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

b(~α0)

f(x, ~α0) dx− 1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

b(~α0)

f(b(~α0), ~α0) dx

∣
∣
∣
∣
∣

но если |~α − ~α0| < δ, то из непрерывности f и b(~α) получаем, что
|f(x, ~α) − f(b(~α0), ~α0)| < ε, поэтому перепишем

6
1

|~α− ~α0|
·
∣
∣
∣
∣
∣

∫ b(~α)

b(~α0)

ε dx

∣
∣
∣
∣
∣
= ε ·

∣
∣
∣
∣

b(~α) − b(~α0)

~α− α0

∣
∣
∣
∣
,

но так как b— дифференцируема в ~α0, то
∣
∣
∣
b(~α)−b(~α0)

~α−α0

∣
∣
∣ < M, значит

всё выражение 6 ε ·M, то есть есть сходимость.

◦ Заключение, рассмотрим с чем сравнивали, оказывается

lim
~α→~α0

b(~α) − b(~α0)

~α− ~α0
· f(b(~α0), ~α0) = b′(~α0) · f(b(~α0), ~α0)

— то, что в ответе; с третьим слагаемым получаем аналогично.

Пример 5.4.2.1 (Типичные примеры применения теоремы).

. Предположим, что F (x) =
∫ b

a |x− y| · v(y) dy, v(y) — непрерывна на [a, b],

чему тогда равно d2F
dx2 (заметим, что |x − y| в точке x = y не дифферен-

цируема)?

◦ Если x 6∈ [a, b], то видно, что d2F
dx2 = 0.

◦ Если a < x < b, то разложим на две части

F (x) =

∫ x

a

|x− y| · v(y) dy +

∫ b

x

|x− y| · v(y) dy =

=

∫ x

a

(x− y) · v(y) dy −
∫ b

x

(x− y) · v(y) dy,
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теперь можно найти

F ′(x) =

∫ x

a

v(y) dy + 1 · (x− y) · v(y)|y=x + 0−

−
∫ b

x

v(y) dy − 1 · (x− y) · v(y)|y=x =

∫ x

a

v(y) dy −
∫ b

x

v(y) dy

и, наконец,
F ′′(x) = x′ · v(y) + 1 · v(x) = 2 · v(x).

5.5 Интегрирование по параметру

Теорема 5.5.1 (Об интегрировании по параметру).

. Пусть

f(x, y) — непрерывна множестве [a, b] × [c, d] ⊂ R2.

. Тогда

Этой функции можно сопоставить две функции, зависящие от пара-

метра: Φ(y) =
∫ b

a f(x, y) dx и функцию F (x) =
∫ d

c f(x, y) dy; тогда имеют

место равенства
∫ d

c
Φ(y) dy =

∫ b

a
F (x) dx и

∫ d

c

(
∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy =

∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dy dx

— называется двойным интегралом.

. Доказательство.

◦ Рассмотрим функции

φ(t) =

∫ t

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy и ψ(t) =

∫ b

a

∫ t

c

f(x, y) dy dx,

где t ∈ [c, d], заметим, что φ(c) = 0 и ψ(c) = 0.

◦ Теперь рассмотрим их производные, для ϕ это

dφ

dt
=

∂

∂t

∫ t

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy =
∂

∂t

∫ t

c

Φ(y) dy,

но Φ(y) непрерывна по y, поэтому можно представить

∂

∂t

∫ t

c

Φ(y) dy =
∂

∂t

(

Φ̂(t) − Φ̂(c)
)

= Φ(t),

где Φ̂ — некоторая первообразная Φ.
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◦ Теперь рассмотрим для ψ :

dψ

dt
=

∫ b

a

(
d

dt

∫ t

c

f(x, y) dy

)

dx =

∫ b

a

f(x, t) dx =
dφ

dt

— ∀t ∈ [c, d], следовательно φ(t) − ψ(t) = const, но при t = c должен
быть нуль, поэтому const = 0, следовательно φ(t) = ψ(t).

Пример 5.5.1.1 (Типичный).

. Пусть β > α > 0, рассмотрим

∫ 1

0

xβ − xα

lnx
dx.

. В данном случае f(x, y) = xy на [0, 1] × [α, β], возьмём интеграл

∫ 1

0

(
∫ β

α

xy dy

)

dx =

∫ 1

0

(

xy

lnx

∣
∣
∣
∣

β

α

)

dx =

∫ 1

0

xβ − xα

lnx
dx,

дальше довольно сложно, а если попробовать сменить порядок

∫ β

α

(∫ 1

0

xy dx

)

dy =

∫ β

α

xy+1

y + 1

∣
∣
∣
∣

1

0

dy =

∫ β

α

dy

y + 1
=

= ln |y + 1|
∣
∣
∣

β

α
= ln

∣
∣
∣
∣

1 + β

1 + α

∣
∣
∣
∣
,

очень даже ничего.

5.6 Несобственный интеграл, зависящий от па-
раметра

Рассмотрим несобственный интеграл, зависящий от параметра:

(F) F (~α) =

∫ w

a

f(x, ~α) dx = lim
p→w

∫ p

a

f(x, ~α) dx, ~α ∈ [a, b].

ОПР 5.6.1 (Равномерной сходимости).
Будем говорить, что (F) равномерно сходится на [a, b], если ∀ε > 0: ∃B ∈

∈ R ∀p > B имеет место:
∣
∣
∣
∣

∫ w

p

f(x, ~α) dx

∣
∣
∣
∣
< ε — ∀~α ∈ [a, b].
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Теорема 5.6.2 (Условие непрерывности).

. Если f(x, ~α) — равномерно непрерывна на множестве [a, w) × [c, d] и (F)
равномерно сходится на [c, d], то F (~α) — непрерывна на [c, d]

. Доказательство.

◦ Пусть ε > 0 — произвольная, тогда, в силу равномерной сходимости
(F) :

∃p ∀~α ∈ [c, d] :

∣
∣
∣
∣

∫ w

p

f(x, ~α) dx

∣
∣
∣
∣
< ε.

Рассмотрим G(~α, p) =
∫ p

a
f(x, ~α) dx на [a, p]×[c, d] : f(x, ~α) тут непре-

рывна, поскольку непрерывна на [a,w), следовательно по теореме о
непрерывности для обычных интегралов G(~α, p) непрерывна по ~α,
таким образом интеграл G(~α,w) =

∫ w

a
f(x, ~α) dx существует.

◦ Рассмотрим разность

|G(~α,w) −G(~α, p)| =

∣
∣
∣
∣

∫ w

a

f(x, ~α) dx−
∫ p

a

f(x, ~α) dx

∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣

∫ w

p

f(x, ~α) dx

∣
∣
∣
∣
< ε

— ∀~α ∈ [c, d], то есть
G(~α, p) ⇒ G(~α,w)

при p → w, так как по теореме о равномерной сходимости 5.3.1
G(~α,w) непрерывна.

Теорема 5.6.3 (О дифференцируемости).

. Пусть

F (~α) =
w∫

a

f(x, ~α) dx.

. Тогда

Если ∂f
∂~α равномерно непрерывна на [a,w) × [c, d] и F (α) равномерно

сходится на [c, d], то

∂F

∂~α
=

∫ w

a

∂

∂~α
f(x, ~α) dx — ∀~α ∈ [c, d].

. Доказательство.
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◦ Пусть ε > 0, p— взято из равномерной сходимости интеграла (F)
; рассмотрим F (~α, p) =

∫ p

a f(x, ~α) dx, для этой функции выполнены
все условия теоремы о дифференцируемости на множестве [a, p] ×
[c, d], откуда следует, что

∂

∂~α
F (~α, p) =

∫ p

a

∂

∂~α
f(x, ~α) dx,

а поскольку ∂f/∂~α равномерно непрерывна, то по предыдущей тео-
реме:

∂f

∂~α
(~α, p) ⇒

∂f

∂~α
(~α,w) =

∫ w

a

∂f

∂~α
(x, ~α) dx

Теорема 5.6.4 (Признак Вейерштрасса о равномерной сходимости).

. Пусть

◦ F (~α) =
∫ w

~α f(x, ~α) dx, где ~α ∈ [c, d].

◦ Существует функция h(x) ∈ [a,w) |f(x, ~α)| < h(x) — ∀~α ∈ [c, d] и
∫ w

a
h(x) dx равномерно сходится.

. Тогда
∫ w

a f(x, ~α) dx тоже равномерно сходится.

. Доказательство.

◦ Следует сразу из определения.

5.7 Эйлеровы интегралы (или Гамма- и Бета-

функции)

ОПР 5.7.1 (Эйлеровых интегралов).

1. Гамма-фукнция:

~γ(x)
def
=

∫ ∞

0

e−t · tx−1 dt,

где x > 0;

2. Бета-функция:

B(x, y)
def
=

∫ 1

0

tx−1 · (1 − t)y−1 dt.
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УТВ 5.7.2 (Связь между Гамма- и Бета-функциями).

. B(x, y) =
~γ(x) · ~γ(y)
~γ(x + y)

. Доказательство.

◦ Без доказательства.

Теорема 5.7.3 (Свойства Гамма-функций).

. Имеют место следующие свойства:

1. Гамма-функция имеет смысл (определена) ∀x > 0;

2. ~γ(x) > 0 — ∀x > 0;

3. ~γ(1) = 1;

4. ~γ(x+ 1) = x · ~γ(x);
5. ~γ(n) = (n− 1)!;

6. Формула дополнения: пусть 0 < x < 1, тогда

~γ(x) · ~γ(1 − x) =
π

sin (πx)
.

. Доказательство.

1. Разложим на два слагаемых

∫ ∞

0

e−t · tx−1 dt =

∫ 1

0

e−t · tx−1 dt+

∫ ∞

1

e−t · tx−1 dt

и пусть 0 < α < 1, тогда рассмотрим

∫ 1

α

e−t · tx−1 dt 6

∫ 1

α

tx−1 dt =
(1 − αx)

x
<

1

x
,

откуда видно, что существует

lim
α→0

∫ 1

α

e−t · tx−1 dt.

Дальше видно, что найдётся такое p > 0, что ∀t > p : e−t · tx−1 <
< 1/t2 — ∀x > 0, откуда

∫ ∞

1

e−t · tx−1 dt 6

∫ p

1

e−t · tx−1 dt+

∫ ∞

p

e−t · tx−1 dt <∞.
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2. Это следует из того, что e−t · tx−1 > 0.

3. Просто из определение ~γ(1) =
∫∞
0 e−t dt = 1.

4. Пусть 0 < α < β < ∞, возьмём интеграл с такими пределами по
частям

∫ β

α

e−t · tx dt = −e−t · tx
∣
∣
β

α
+

∫ β

α

e−t · x · tx−1 dt

и перейдём к пределу при α → 0, а потом при β → ∞, видно, что
останется

~γ(x+ 1) = 0 + x · ~γ(x).

5. Рассмотрим последовательно:

~γ(1) = 1 = (1 − 1)!,

~γ(2) = 1 · ~γ(1) = (2 − 1)!,

~γ(3) = 2 · ~γ(2) = 2 · 1 · ~γ(1) = (3 − 1)!

...

◦ Рассмотрим Бета-функцию и произведём подстановку t = p/(1+p) :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1 dt =

=

∫ ∞

0

px−1

(1 + p)x−1 · (1 + p)y−1
· dp

(1 + p)2
dp =

=

∫ ∞

0

px−1

(1 + p)x+y
dp,

теперь вспомним утверждение 5.7.2, подставляем в него y = 1 − x и
получаем

γ(x) · γ(1 − x) =

∫ ∞

0

px−1

1 + p
dp

— интеграл Эйлера, подставляя его значение, приходим к формуле

B(x, 1 − x) =
π

sin (xπ)
.

Лекции по математическому анализу http://MFH.gorodok.net/
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