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Ãëàâà 1

Èíòåãðèðîâàíèå

1.1 Ïåðâîîáðàçíàÿ

1.1.1 Çàäà÷à

. Ï óñòü íà (a, b) çàäàíà f : (a, b) → R è òðåáóåòñÿ íàéòè F (x) : (a, b) → R, ïðè÷¼ì F �íåïðåðûâíà è äèôôåðåí-
öèðóåìà, ãäå ∀x ∈ (a, b) : F ′(x) = f(x).

ÎÏÐ 1.1.2 (Òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé).
Åñëè ôóíêöèÿ F � ñóùåñòâóåò äëÿ çàäà÷è, òî îíà íàçûâàåòñÿ òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f .

Ïðèìåð 1.1.3.

. Ïóñòü

f(x) = sgn x =





1, x > 0;
0, x = 0;
−1, x < 0.

,

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ íà R, îáîçíà÷èì çà F (x).

. Òîãäà

◦ Ïðè x > 0�ðàññìîòðèì F (x) − F (0) =(òåîðåìà Ëàãðàíæà) F ′(ξ) · x, ξ ∈ (0, x) ⇒ f(ξ) · x = F (x) − F (0) ⇒
F (x) = x + F (0).

◦ Ïðè x < 0: F (x) = −x + F (0) ⇒ F (x) = |x| + F (0), òîãäà F (x)�íåïðåðûâíà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â
íóëå.

ÎÏÐ 1.1.4 (âûïîëíåíèÿ â îñíîâíîì).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå âûñêàçûâàíèå P (x), ïðè x ∈ A� âûïîëíÿåòñÿ â îñíîâíîì, åñëè ìíîæåñòâî

E = {x| P (x)�íå âåðíî}�íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

• f � îïðåäåëåíà â îñíîâíîì íà A, åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ A : f íå îïðåäåëåíà íà M �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

• f � íåïðåðûâíà â îñíîâíîì íà A ⊆ R, åñëè f �íåïðåðûâíà íà ArM, ïðè÷¼ì M �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

• f � äèôôåðåíöèðóåìà â îñíîâíîì íà ìíîæåñòâå A ⊆ R, åñëè ìíîæåñòâî M , ãäå f ′(x) íå ñóùåñòâóåò ∀x ∈
M � îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ArM �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

ÎÏÐ 1.1.5 (îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé).
Ôóíêöèÿ F : (a, b) → R, îïðåäåë¼ííàÿ âñþäó íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f : (a, b) → R,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ:

• F �íåïðåðûâíà íà (a, b);

• F � äèôôåðåíöèðóåìà â îñíîâíîì;

• F ′(x) = f(x)� â îñíîâíîì.

ÎÏÐ 1.1.6 (èíòåãðèðóåìîñòè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f � èíòåãðèðóåìà íà 〈a, b〉, åñëè f � îïðåäåëåíà íà 〈a, b〉 è ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ ïåðâî-

îáðàçíàÿ F íà 〈a, b〉.
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Ïðèìåð

• Ôóíêöèÿ sgnx�èíòåãðèðóåìà íà R, ïðè÷¼ì |x| äëÿ íå¼ ïåðâîîáðàçíàÿ;

• f(x) = sgn (sinx) · cos x, x ∈ R, ò.ê. x = π · n, n ∈ Z� ñ÷¼òíî ⇒ F (x) = | sin x|;

• Ôóíêöèÿ Äèðèõëå: d(x) =
{

0, x�èððàöèîíàëüíûé;
1, x� ðàöèîíàëüíû.

.

Ëåììà 1.1.7 (Îá åäèíñòâåííîñòè ïåðâîîáðàçíîé).

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà (a, b) è F � å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ íà (a, b); g � îïðåäåëåíà íà (a, b) è g(x) = f(x)� â îñíîâíîì.

. Òîãäà
F �ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ g íà (a, b).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü E1 = {x ∈ (a, b)| F ′(x)�íå îïðåäåëåíà}, E2 = {x ∈ (a, b)| f(x) 6= g(x)}, òîãäà E1 � ñ÷¼òíî èç
îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé, E2 � ñ÷¼òíî èç îïðåäåëåíèÿ g(x) 6= f(x).

◦ Ïóñòü E = E1 ∪ E2 � ñ÷¼òíî ïî îïðåäåëåíèþ è x ∈ (a, b)r E, òîãäà F ′(x) = f(x) = g(x) ⇒ F ′(x) = g(x) íà
(a, b)r E ⇒ F �ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ g ⇒ g �èíòåãðèðóåìà.

Òåîðåìà 1.1.8 (Ëèíåéíîñòü ïåðâîîáðàçíîé).

. Ïóñòü
f è g �èíòåãðèðóåìû íà (a, b); ñóùåñòâóþò F è G�ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f è g ñîîòâåòñòâåííî.

. Òîãäà
∀λ, µ ∈ R : h = λ · f + µ · g �èíòåãðèðóåìà íà (a, b) è H = λ · F + µ ·G�ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè h.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü E1 = (a, b)r {x ∈ (a, b)| F ′(x) = f(x)}, à E2 = (a, b)r {x| G′(x) = g(x)}, òîãäà E1 è E2 � ñ÷¼òíû.
◦ E = E1∪E2 - ñ÷¼òíîå, òîãäà ∀x ∈ (a, b)rE : H ′ = λ·F ′+µ·G′ = λ·f +µ·g =ïî îïð. h ⇒ H �ïåðâîîáðàçíàÿ.

Òåîðåìà 1.1.9 (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì).

. F ′ = f, G′ = g ⇒ (F ·G)′ = F ′ ·G + G′ · F = f ·G + g · F �óïðàæíåíèå íà ýêçàìåí.

Òåîðåìà 1.1.10 (Óòî÷í¼ííûé êðèòåðèé ìîíîòîííîñòè).

. Ïóñòü
f : 〈a, b〉 → R, f �íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â îñíîâíîì, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå ìíî-
æåñòâî E ⊆ 〈a, b〉 : ∀x ∈ (a, b)r E : f ′(x) > 0.

. Òîãäà
f �ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé è òåîðåìû î õàðàêòåðèçàöèè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïðîøëîãî ñåìåñòðà.

Ñëåäñòâèå 1.1.11.

1. Åñëè f ′(x) > 0� â îñíîâíîì è f �íåïðåðûâíà, òî f � âîçðàñòàåò;

2. Åñëè f ′(x) = 0� â îñíîâíîì è f �íåïðåðûâíà, òî f �ïîñòîÿííà;

3. Åñëè f(x) = g(x)� â îñíîâíîì è f(x), g(x)�íåïðåðûâíû íà (a, b), òî F −G = const.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 1.1.12 (Íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà).
Ïóñòü f �èíòåãðèðóåìà íà (a, b), f �ôóíêöèÿ; îáîçíà÷èì çà [F (x)]�ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè

f , òîãäà
∫

f(x) dx = [F (x)] íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì.
Åñëè F (x)�ïåðâîîáðàçíàÿ f(x) íà (a, b), òî ëþáàÿ äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ èìååò âèä F (x)+C, ãäå C �êîíñòàíòà

(ñëåäóåò èç ëåììû 1.1.7).

Ñëåäñòâèå 1.1.13.

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b], F �ïåðâîîáðàçíàÿ.

. Òîãäà
F (b)− F (a)�íå çàâèñèò îò ïåðâîîáðàçíîé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F1 �ïåðâîîáðàçíàÿ, òîãäà F1(x) = F (x) + C, ò.å. F1(b)−F1(a) = F (b)−C −F (a) + C = F (b)−F (a).

ÎÏÐ 1.1.14 (Îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà).
Ïóñòü f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òîãäà

∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a)�íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì, ãäå

F �ïåðâîîáðàçíàÿ.

ÎÏÐ 1.1.15 (Ïëîùàäè).
Ïóñòü â R2 îïðåäåëåíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå µ2(S), êîòîðîå âñÿêîìó ïîäìíîæåñòâó èç R2 ñîïîñòàâëÿåò

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî:
• Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê (¤), òî µ2(¤) = |b− a| · |d− c|;
• Åñëè S1 ⊆ S2, òî µ2(S1) 6 µ2(S2);

• Åñëè S1 ∩ S2 = ∅, òî µ2(S1 ∪ S2) = µ2(S1) + µ2(S2). a b
c

d

ÎÏÐ 1.1.16 (Êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè).
Ïóñòü [a, b] ⊆ R, f : (a, b) → R. Îïðåäåëèì Wf (p, t) = {(x, y) ∈ R2 x ∈ (p, t), y ∈ (0, f(x))},� ãäå f > 0. Òîãäà

Wf (p, t)� êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ.

Ëåììà 1.1.17 (Íüþòîíà � ñâÿçü òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé è ïëîùàäè).

. Ïóñòü
f : [a, b] → R, f �ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà [a, b].

. Òîãäà
f � îáëàäàåò òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé F (x) íà [a, b], ïðè÷¼ì F (x) = µ2(Wf (a, x)).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èä¼ì ñ êîíöà: ïóñòü x0 ∈ (a, b), òîãäà ∀ε > 0: ∃δ > 0: åñëè |x− x0| < δ, òî |f(x)− f(x0)| < ε
2 � ñëåäóåò èç

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà [a, b].
◦ Ò.ê. F (x) = µ2(Wf (a, x)) ⇒ F (x)−F (x0) = µ2(Wf (a, x))−µ2(Wf (a, x0)) =

[
µ2(Wf (a, x0)) + µ2(Wf (x0, x))

]−
− µ2(Wf (a, x0)) = µ2(Wf (x0, x)).

◦ Ðàññìîòðèì:

−ε

2
< f(x)− f(x0) <

ε

2
⇒

⇒ f(x0)− ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
⇒

⇒ (x− x0) ·
(
f(x0)− ε

2

)
6 µ2 (Wf (x0, x)) 6 (x− x0) ·

(
f(x0) +

ε

2

)
⇒

⇒ (x− x0) ·
(
f(x0)− ε

2

)
6 F (x)− F (x0) 6 (x− x0) ·

(
f(x0) +

ε

2

)
⇒(ò.ê. x < x0)

⇒
(
f(x0)− ε

2

)
6 F (x)− F (x0)

(x− x0)
6

(
f(x0) +

ε

2

)
⇒

⇒ −ε

2
6 F (x)− F (x0)

(x− x0)
− f(x0) 6 ε

2
⇒

⇒
∣∣∣∣
F (x)− F (x0)

(x− x0)
− f(x0)

∣∣∣∣ 6 ε

2
< ε.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ x0 > x.
◦ Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïðè x → x0, ε → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî |F ′(x0)− f(x0)|| = 0 ⇒ F �ïåðâîîáðàçíàÿ.

Ñëåäñòâèå 1.1.18 (Ñâÿçü ïåðâîîáðàçíîé è ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè).

. F (b)− F (a), ãäå F �ïåðâîîáðàçíàÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè f , ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.
Åñëè φ�ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü φ+ > 0 è φ− 6 0.

1.2 Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ
Ïðèìåð 1.2.1 (Ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ýëåìåíòàðíûå ïåðâîîáðàçíûå).

sin x
x ; 1√

1+x2 ; e−x2
; e−1/x.

Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ:

1. Íàäî âçÿòü òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ, ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû è îáîçâàòü òàáëèöåé èíòåãðàëîâ.

2. Èç ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíîñòè: åñëè Fi(x)�íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò fi(x), ò.å.
∫

fi(x) dx = Fi(x)+C; òîãäà

C +
∑

i

λi · Fi(x) =
∫ ∑

i

λi · fi(x) dx.

3. Çàìåíà ïåðåìåííîé: åñëè [F (x)] =
∫

f(x) dx, à x = φ(y), òî [F (φ(y))] =
∫

f(φ(y)) · φ′(y) dy, ò.ê. F ′(φ(y)) = F ′x(x) ·
· φ′(y) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ′x(x) = f(φ(y)).

4. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì: ò.ê. (F ·G)′ = F ′ ·G + G′ · F, òî F ·G =
∫

F ′ ·G dx +
∫

G′ · F dx ⇒
∫

F ′ ·G dx = F ·G−
∫

G′ · F dx.

5. Óãàäûâàíèå îòâåòà: íàïðèìåð äëÿ
∫

sin (αx) · eβx dx :

F (x) = eβx ·G(x) =(îæèäàåòñÿ) eβx · (A · sin (αx) + B · cos (αx)) ,

ãäå A è B �ìîæíî íàéòè èç F ′(x) = f(x). Òàê æå:
∫

x2 · e2x dx = e2x · (A · x2 + b · x + c
)
.

6. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé: ïóñòü Pn(x) è Qm(x)�äâà ìíîãî÷ëåíà, ïðè÷¼ì deg Pn = n < m = deg Qm ⇒
f(x) = Pn(x)

Qm(x) �èìååò ýëåìåíòàðíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òåîðåìà 1.2.2 (Ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé).

. Ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èç àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî Q(x) ìîæíî ðàçëîæèòü:

Q(x) = A0 · (x− x1)r1 · . . . · (x− xm)rm · (x2 + pq · x + q1)s1 · . . . · (x2 + pt · x + qt)st ,

ãäå r1 +r2 + . . .+rm +2 · (s1 +s2 + . . .+st) = deg Q; x1, x2, . . . xn � âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ Q(x) = 0;
r1, r2, . . . rm �êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé è A0, p1, p2, . . . , pt, q1, q2, . . . , qt � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.



Ãëàâà 1. Èíòåãðèðîâàíèå MFH Corporation Ñòð. 10

◦ Ïðåîáðàçóåì:

P (x) = u11 · Q(x)
(x− x1)1

+ u12 · Q(x)
(x− x1)2

+ . . . + u1r1 ·
Q(x)

(x− x1)r1
+ . . . +

+um1 · Q(x)
(x− xm)1

+ um2 · Q(x)
(x− xm)2

+ . . . + umrm · Q(x)
(x− xm)rm

+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+(v11 · x + w11) · Q(x)
(x2 + p1 · x + q1)1

+ . . . + (v1s1 · x + w1s1) ·
Q(x)

(x2 + p1 · x + q1)s1
+ . . . +

+(vk1 · x + wk1) · Q(x)
(x2 + pk · x + qk)1

+ . . . + (vksk
· x + wksk

) · Q(x)
(x2 + pk · x + qk)sk

=

=
r1∑

α1=1

(
u1α1 ·

Q(x)
(x− x1)α1

)
+

r2∑
α2=1

(
u2α2 ·

Q(x)
(x− x2)α2

)
+ . . . +

rm∑
αm=1

(
umαm · Q(x)

(x− xm)αm

)
+

+
s1∑

β1=1

(
(v1β1 · x + w1β1) ·

Q(x)
(x2 + p1 · x + q1)β1

)
+ . . . +

st∑

βt=1

(
(vtβt · x + wtβt) ·

Q(x)
(x2 + pt · x + qt)βt

)
=

=
m∑

j=1




rj∑
αj=1

ujαj ·
Q(x)

(x− xj)αj


 +

t∑

k=1




sk∑

βk=1

(vkβk
· x + wkβk

) · Q(x)
(x2 + pk · x + qk)βk


,

òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü

f(x) =
P (x)
Q(x)

=
m∑

j=1




rj∑
aj=1

ujαj

(x− xj)αj


 +

t∑

k=1




sk∑

βk=1

vkβk
· x + wkβk

(x2 + pk · x + qk)βk


,

ãäå ujαj , vkβk
è wkβk

� âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îïðåäåë¼ííûå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
◦ Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ âçÿòèÿ èíòåãðàëà îò òàêîé f(x)�äîñòàòî÷íî óìåòü áðàòü èíòåãðàëû âèäà

1.
∫

dx
(x−a)k , k > 0, k ∈ N

2.
∫

a·x+b
(x2+p·x+q)k dx, k > 0, k ∈ N :

X
∫

dx
(x−a)k =

{
ln|x− a|, k = 1;

1
(1−k)·(x−a)k−1 , k > 1.

.

X
∫

a·x+b
(x2+p·x+q)k dx : ðàññìîòðèì x2 + p · x + q =

(
x + p

2

)2 + q − (
p
2

)2
. Ïóñòü q − (

p
2

)2
> 0, òîãäà ∃δ : δ2 =

q − (
p
2

)2
, ïîëó÷àåòñÿ:

x2 + p · x + q =
(
x +

p

2

)2

+ δ2 = δ2 ·
((

x + p/2
δ

)2

+ 1

)
.

Ïóñòü t = x+p/2
δ ⇒ x = δ · t− p

2 ⇒ dx = δ dt ⇒
∫

a · x + b

(x2 + p · x + q)k
dx =

∫
a · (δ · t− p/2) + b

(δ2 · (t2 + 1))k
· δ dt =

1
δ2k−1

·
∫

aδ · t− a · p/2 + b

(t2 + 1)k
dt

èëè ïðîñòî ∫
a · x + b

(x2 + 1)k
dx =

∫
a · x

(x2 + 1)k
dx +

∫
b

(x2 + 1)k
dx.

· ∫
a · x dx

(x2 + 1)k
=

∫
a · 2x dx

(x2 + 1)k
=

a

2
·
∫

dy

yk
=

{
a
2 · ln |x2 + 1|, k = 1;

1
2·(1−k)·(x2+1)k−1 , k 6= 1.

.

· Ïóñòü In =
∫

dx
(x2+1)n , òîãäà I0 = x, I1 = arctg x. Ïðåäñòàâèì

In =
∫

dx

(x2 + 1)n
=

∫
(x2 + 1) dx

(x2 + 1)n+1
=

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
+

∫
dx

(x2 + 1)n+1
,

çíà÷èò
In =

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
+ In+1.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ðàññìîòðèì
∫

x2 dx

(x2 + 1)n+1
=

1
2
·
∫

x · (x2 + 1)′ dx

(x2 + 1)n+1
=ïî ÷àñòÿì

1
2
· (x2 + 1) · x

(x2 + 1)n+1
− 1

2
·
∫

(x2 + 1) · (x2 + 1)n+1 − x · (n + 1) · (x2 + 1)n · 2x

(x2 + 1)2n+2
dx =

1
2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
·
∫

dx

(x2 + 1)n
+

1
2
·
∫

2x2 · (n + 1)
(x2 + 1)n+1

dx =

1
2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
·
∫

dx

(x2 + 1)n
+ (n + 1) ·

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx ⇒

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx =

1
2
· x

(x2 + 1)n
− 1

2
· In + n ·

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx +

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx ⇒

∫
x2

(x2 + 1)n+1
dx =

1
2n

· In − 1
2n

· x

(x2 + 1)n
⇒

In =
∫

x2

(x2 + 1)n+1
dx + In+1 =

1
2n

· In − 1
2n

· x

(x2 + 1)n
+ In+1 ⇒

In+1 =
1
2n

· x

(x2 + 1)n
+

2n− 1
2n

· In.

Âûâîä: Ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

1.3 Ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ
Òåîðåìà 1.3.1 (Îá èíòåãðèðóåìîñòè íà îáúåäèíåíèè îòðåçêîâ).

. Ïóñòü
J = 〈a, b〉; äëÿ c ∈ (a, b) : J+ = (c,∞), J− = (−∞, c); f �èíòåãðèðóåìà íà J ∩ J+ è íà J− ∩ J .

. Òîãäà
f �èíòåãðèðóåìà íà J .

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F1 �ïåðâîîáðàçíàÿ ê f íà J− ∩ J , à F2 �íà J ∩ J+; âûáåðåì

F (x) =





F1(x)− F1(c), x < c;
F2(x)− F2(c), x > c;
0, x = c.

;

òîãäà F �íåïðåðûâíà ïðè x < c è ïðè x > c; lim
x→c+0

F (x) = 0 = F (c), lim
x→c−0

F (x) = 0 = F (c) ⇒ F �
íåïðåðûâíà.

◦ Ïóñòü E1 �ìíîæåñòâî, ãäå F1 íå äèôôåðåíöèðóåìà, E2 �ìíîæåñòâî, ãäå F2 íå äèôôåðåíöèðóåìà; òîãäà
F �íå äèôôåðåíöèðóåìà íà E1 ∪ E2 ∪ {c}, íî E1 è E2 �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíû ⇒ F �ïåðâîîáðàçíàÿ.

Òåîðåìà 1.3.2 (Ëèíåéíîñòü îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà).

. Ïóñòü
f è g �èíòåãðèðóåìû íà [a, b].

. Òîãäà

∀λ, µ ∈ R : h = λ ·f +µ ·g �èíòåãðèðóåìà íà (a, b) è ïðè ýòîì
∫ b

a
h(x) dx = λ ·∫ b

a
f(x) dx+µ ·∫ b

a
g(x) dx� ñâîéñòâî

ëèíåéíîñòè èëè àääèòèâíîñòè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F è G�ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f è g ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.8 íà ñòð. 7:
∫ b

a
h(x) dx

def
=

H(b)−H(a) = λ ·F (b)+µ ·G(b)−λ ·F (a)−µ ·G(a) = λ · (F (b)−F (a))+µ · (G(b)−G(a)) = λ · ∫ b

a
f(x) dx+µ ·

· ∫ b

a
g(x) dx.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Òåîðåìà 1.3.3 (Îðèåíòèðîâàííîñòü îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà).

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

. Òîãäà
∫ b

a
f(x) dx = − ∫ a

b
f(x) dx

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F �ïåðâîîáðàçíàÿ, òîãäà
∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) = −(F (a)− F (b)) = − ∫ a

b
f(x) dx.

Ñëåäñòâèå 1.3.4 (Èíòåãðàë îäíîãî ïðåäåëà).

.
∫ a

a
f(x) dx = 0.

Òåîðåìà 1.3.5 (Ìîíîòîííîñòü îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà).

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è fx > 0 íà [a, b] â îñíîâíîì.

. Òîãäà
∫ b

a
f(x) dx > 0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F �ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x), òîãäà F ′(x) = f(x) > 0� â îñíîâíîì ⇒ F ′(x) > 0� â îñíîâíîì
⇒(ñîãëàñíî óòî÷í¼ííîìó êðèòåðèþ ìîíîòîííîñòè 1.1.10 íà ñòð. 7) F (x)� âîçðàñòàåò ⇒ ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a). Åñëè

b > a, òî èç âîçðàñòàíèÿ ⇒ F (b) > F (a) ⇒ F (b)− F (a) > 0.
◦ Åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå c ∈ (a, b) : f(c) > 0, òî

∫ b

a
f(x) dx > 0, äåéñòâèòåëüíî: ïóñòü c� òàêàÿ òî÷êà,

òîãäà ∃(α, β) ⊆ [a, b] : f(x) > 0 − ∀x ∈ (α, β), íî ò.ê. F (x)�ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà ⇒ F (x)�
ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè c, ò.å. (α, β) ⇒ F (β) > G(α). À â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ïîëó÷àåòñÿ: F (b) > F (β) > F (α) > F (a) ⇒ F (b) > F (a) ⇒ F (b)− F (a) > 0.

Ñëåäñòâèå 1.3.6 (Íåðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ).

. Ïóñòü
Ïóñòü f è g �èíòåãðèðóåìû íà [a, b] è f(x) 6 g(x)� â îñíîâíîì íà [a, b].

. Òîãäà
∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
g(x) dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(x) = g(x) − f(x), çàìåòèì, ÷òî h(x) > 0� â îñíîâíîì, òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó
1.3.5.

Ñëåäñòâèå 1.3.7 (Íåðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ ñ ìîäóëåì).

. Ïóñòü
f è h�èíòåãðèðóåìû íà [a, b], |f(x)| 6 h(x)�íà [a, b] â îñíîâíîì.

. Òîãäà
∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6
∫ b

a
h(x) dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ò.ê. |f(x)| 6 h(x)� â îñíîâíîì íà [a, b], òî ýòî ýêâèâàëåíòíî, ÷òî −h(x) 6 f(x) 6 h(x) íà [a, b] â îñíîâíîì,
à ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 1.3.6 ïîëó÷àåì: − ∫ b

a
h(x) dx 6

∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
h(x) dx ⇒

∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6
∫ b

a
h(x) dx.

Ñëåäñòâèå 1.3.8 (Íåðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ ñ ìîäóëÿìè).

. Ïóñòü
f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

. Òîãäà
∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6
∫ b

a
|f(x)| dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîëó÷àåòñÿ èç Ñëåäñòâèÿ 1.3.7, åñëè ïîëîæèòü h(x) = |f(x)|.

Ñëåäñòâèå 1.3.9 (Íåðàâåíñòâî èíòåãðàëà è êîíñòàíòû).

. Ïóñòü
f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è f(x) 6 M − ∀x ∈ [a, b].

. Òîãäà
∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6 M · |b− a|.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦
∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6 (Ñëåäñòâèå 1.3.8)
∫ b

a
|f(x)| dx 6 (Ñëåäñòâèå 1.3.6)

∫ b

a
M dx = M · ∫ b

a
dx = M · |b− a|.

Òåîðåìà 1.3.10 (Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì).

. Ïóñòü
f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è c ∈ (a, b).

. Òîãäà
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü F �ïåðâîîáðàçíàÿ íà [a, b] ⇒ ∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a) = F (b) − F (c) + F (c) − F (a) =

∫ c

a
f(x) dx +∫ b

c
f(x) dx.

Òåîðåìà 1.3.11 (Î çàìåíå ïåðåìåííûõ â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå).

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà I = 〈a, b〉; F �ïåðâîîáðàçíàÿ f íà I; φ� îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì îòðåçêå J = 〈c, d〉 :
φ(J) ⊆ I è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

◦ φ äèôôåðåíöèðóåìà è íåïðåðûâíà íà (c, d)� â îñíîâíîì;
◦ Ìíîæåñòâî {t ∈ J | â òî÷êàõ x = φ(t)− F (x) íå îïðåäåëåíà}�íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

. Òîãäà
Ôóíêöèÿ (f ◦φ(t)) ·φ′(t)�èíòåãðèðóåìà íà J è (F ◦φ)(t)�ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ íå¼ íà J , ïðè÷¼ì ∀p, q ∈ J èìååò
ìåñòî:

∫ q

p
f(φ(t) · φ′(t) dt =

∫ φ(q)

φ(p)
f(x) dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ò.ê. F �íåïðåðûâíà ïî îïðåäåëåíèþ, à φ�íåïðåðûâíà ïî óñëîâèþ, òî (F ◦ φ)(t)�íåïðåðûâíà íà 〈c, d〉 .
Ïóñòü

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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X E1 = {t ∈ 〈c, d〉 | φ�íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t}, òîãäà ïî óñëîâèþ E1 �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.
X E2 = {t ∈ 〈c, d〉 | â òî÷êå x = φ(t) − F (x)�íå äèôôåðåíöèðóåìà}, òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû

E2 � òîæå íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå;
X îáîçíà÷èì E = E1 ∪ E2 �íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå èç î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé.

◦ Ïóñòü t ∈ (c, d)rE, òîãäà φ�äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è, ñîîòâåòñòâåííî (F ◦φ)(t)� òîæå; ñëåäîâà-
òåëüíî F (x)�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = φ(t) ⇒ ôóíêöèÿ G(t) = F (φ(t))�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t
⇒(òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñóïåðïîçèöèè) G′(t) = F ′x(φ(t)) · φ′(t) = f(φ(t)) · φ′(t). Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ
â îñíîâíîì ⇒ G(t)�ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(φ(t)) · φ′(t) íà J ⇒ f(φ(t)) · φ′(t)�èíòåãðèðóåìà íà J .

◦ Ïóñòü p è q ∈ J, òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî G(t)�ïåðâîîáðàçíàÿ ⇒ ∫ q

p
f(φ(t)) · φ′(t) dt = G(p) − G(q) =

F (φ(p))− F (φ(q)) =
∫ φ(q)

φ(p)
F (x) dx.

Ñëåäñòâèå 1.3.12 (Óñëîâèÿ íà φ(t)).

. Ñàìîå òðóäíîå � ýòî ðàçîáðàòüñÿ, êîãäà âûïîëíåíà φ; òðåáóþòñÿ óñëîâèÿ:

◦ Åñëè ôóíêöèÿ φ�äèôôåðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà íà (c, d), òî φ� âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæåíèå, íî
ïðè âçàèìíîîäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäèò â ñ÷¼òíîå ⇒ åñëè F (x)�äèôôåðåí-
öèðóåìà â îñíîâíîì, òî ìíîæåñòâî òî÷åê {t| x = φ(t) : F (x)�íå äèôôåðåíöèðóåìà}�íå áîëåå, ÷åì
ñ÷¼òíî.

◦ Åñëè F (x)�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷íîì ñìûñëå (ò.å. âî âñåõ òî÷êàõ), òî ìíîæåñòâî òî÷åê {t ∈ (c, d)| F (x)�
íå îïðåäåëåíà â x = φ(t)}�ïóñòî.

1.4 Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé íà èíòåðâàëå [a, b]. Íåñîáñòâåí-
íûå èíòåãðàëû

Ïðèìåð 1.4.1 (Ïðèìåíåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà).
∫ 1

0

dx√
x

= F (1)− lim
x→0

F (x),

ãäå ∫
dx√

x
= 2

√
x,

ò.å. íà [ε, 1], ε > 0�èíòåãðèðóåìà. Êàê îáîéòè? Ëåêàðñòâî � íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

Çàìå÷àíèå 1.4.2 (Íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíîé).

. Ïóñòü f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òîãäà ∀x, x0 ∈ [a, b] : x > x0 : F (x) =
∫ x

x0
f(t) dt�ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (èç

Ëåììû (Íüþòîíà) 1.1.17 íà ñòð. 8 (èëè èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà)).

Òåîðåìà 1.4.3 (Î íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå).

. Ïóñòü
Ïóñòü f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b).

. Òîãäà
Äëÿ òîãî, ÷òîáû f áûëà èíòåãðèðóåìîé íà [a, b]�íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåäåë lim

x→b

∫ x

a
f (t) · dt�

ñóùåñòâîâàë. Åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî
∫ b

a
f (t) · dt = lim

x→t

∫ x

a
f (t) · dt (F) . Ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë íà (a, b] è (a, b).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íåîáõîäèìîñòü: ïóñòü f - èíòåãðèðóåìà íà [a, b], à F (x) - å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ òàì æå, òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ïåðâîîáðàçíîé: F (x)�íåïðåðûâíà íà [a, b] ⇒ ∃ lim

x→b
F (x) = F (b) . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî lim

x→b
(F (x)−F (a)) =

lim
x→b

∫ x

a
f (t) · dt Ñ äðóãîé ñòîðîíû lim

x→b
(F (x)− F (a)) = F (b)− F (a) =

∫ b

a
f (t) · dt.

◦ Äîñòàòî÷íîñòü: ïóñòü F1(x)� òàêàÿ, ÷òî F1(x) = F (x) íà [a, b), à F1 (b) = lim
x→b−0

F (x) , òîãäà F ′1 (x) = f (x)
â îñíîâíîì.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 1.4.4 (Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà îòðåçêå).
Ïóñòü f(x)�èíòåãðèðóåìà íà (a, b) , à F (x)� å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ òàì æå è åù¼ ñóùåñòâóþò lim

x→b−0
F (x) = K è

lim
x→a+0

F (x) = L, òîãäà
∫ b

a
f (x) · dx =(ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà) K −L = F (x) |x=b−0

x=a+0 (îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà [a, b]).

Òåîðåìà 1.4.5 (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äëÿ íå ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ).

. Ïóñòü
f è g �èíòåãðèðóåìû íà 〈a, b〉, à F, G�èõ ïåðâîîáðàçíûå òàì æå ñîîòâåòñòâåííî, f · g è f ·G�èíòåãðèðóåìû
íà [a, b].

. Òîãäà

F · g �èíòåãðèðóåìà è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:
∫ b

a
f ·G = [F (x) ·G (x)] |x=b−0

x=a+0 −
∫ b

a
F · g · dx.

Òåîðåìà 1.4.6 (Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè íå ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà).

.
∫ b

a
f (x) · dx� ñõîäèòñÿ (åñëè ñóùåñòâóåò) ⇔ ∀ε > 0 : ∃c ∈ [a, b) : ∀ [α, β] ⊂ [c, b) :

∣∣∣
∫ β

α
f (x) · dx

∣∣∣ < ε, ò.å. åñëè f(x)
èíòåãðèðóåìà íà [a, b), òî èíòåãðèðóåìà è íà [a, b].

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íåîáõîäèìîñòü: ïóñòü F (x)�ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) íà [a, b), ò.å. F (x) =
∫ x∈[a,b)

a
f (t) · dt. Ò.ê. âñþäó

ñóùåñòâóåò lim
x→b−0

F (x) , òî ∀ε > 0: ∃x ∈ [a, b) |F (x)− F (b)| < ε
2 � ∀x ∈ [c, b) (èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè).

Ðàññìîòðèì:
∣∣∣∣∣
∫ β

α

f (x) · dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ β

a

f (x) · dx−
∫ α

a

f (x) · dx

∣∣∣∣∣ = |F (β)− F (a)− F (α) + F (a)| = |F (β)− F (α)| =

= |F (β)− F (b) + F (b)− F (α)| 6 |F (β)− F (b)|+ |F (b)− F (α)| <
<([α,β]⊂[c,b]⇒α,β∈[c,b])

ε

2
+

ε

2
= ε.

◦ Äîñòàòî÷íîñòü: ïóñòü xn �ïðîáíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: xn → b, xn 6= b; ε > 0, òîãäà ∃c : ∀ [α, β] ⊂ [c, b) :∣∣∣
∫ β

α
f (t) · dt

∣∣∣ < ε. Ðàç óæ xn → b, ñòàëî áûòü ñóùåñòâóåò íîìåð M : xn ∈ [c, b)− ∀n > M.

Ïóñòü i, j > M , âîçüì¼ì xi = α, à xj = β, ò.ê.
∣∣∣
∫ β

α
f (t) · dt

∣∣∣ = |F (β)− F (α)| < ε−∀α, β ⇒ |F (xi)− F (xj)| <
ε. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî F (xn)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ⇒ lim

x→∞
F (xn) = Z, íî ò.ê. xn �ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü, òî â ñèëó òåîðåìû Ãåéíà: ∃ lim
x→b−0

f (x) = Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû Z = lim
x→b−0

F (x) =

lim
x→b−0

∫ x

a
f (t) · dt ⇒ èíòåãðàë ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 1.4.7 (Àñèìïòîòè÷åñêèé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà).

. Ïóñòü
f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b), h(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], h(x) > 0.

. Òîãäà
Åñëè

1. f (x) =
x→b

O (h (x)) èëè

2. f (x) =
x→b

o (h (x)) èëè

3. f (x) ∼
x→b

h (x)

òî â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

. Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ïóñòü f (x) =
x→b

O (h (x)) , ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ýòîì: ∃c ∈ [a, b) òàêàÿ, ÷òî |f (x)| 6 K · |h (x)|−∀x ∈ [c, b) ,K ∈ R.

Ò.ê. h(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî

∀ε > 0 : ∃d ∈ [c, b) : ∀ [α, β] ⊂ [d, b) :

∣∣∣∣∣
∫ β

α

h (x) · dx

∣∣∣∣∣ <
ε

K
.

∣∣∣∣∣
∫ β

α

f (x) · dx

∣∣∣∣∣ 6 (èç ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà è åãî ñâîéñòâ)

∫ β

α

|f (x)| · dx 6
∫ β

α

K · |h (x)| · dx 6

6 (ò.ê. h(x)�ïîëîæèòåëüíàÿ)K ·
∫ β

α

h (x) · dx 6
∣∣∣∣∣K ·

∫ β

α

h (x) · dx

∣∣∣∣∣ 6 K · ε

K
= ε ⇒

∀ε > 0 : ∃d : ∀ [α, β] ⊂ [d, b) :

∣∣∣∣∣
∫ β

α

f (x) · dx

∣∣∣∣∣ < ε,

à â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷àåì, ÷òîf �èíòåãðèðóåìà íà [a, b].
◦ Ïóñòü f (x) =

x→b
o (h (x)) , òîãäà ïî ñâîéñòâàì O è o ïîëó÷àåì, ÷òî f (x) =

x→b
O (h (x)) .

◦ Åñëè f (x) ∼ h (x) , òî f (x) = O (h (x)) .

◦ Çàïàñ ïîëîæèòåëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû:
h (x) = 1

(x−b)k : åñëè k < 1, òî h(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b]� ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ò.ê.

lim
x→b

∫ x

a

1

(t− b)k
· dt = lim

x→b

(
1

(x− b)k+1
· 1
k + 1

− 1

(a− b)k+1
· 1
k + 1

)
.

Ëåììà 1.4.8 (èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Àáåëÿ).

. Ïóñòü

Äàí
∫ b

a
u (t) · v (t) dt, ãäå u(t) > 0�äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), íåïðåðûâíà è óáûâàåò íà [a, b]

(ò.å. u′(x) 6 0− ∀x ∈ (a, b); sup
x∈[a,b]

∣∣∫ x

a
v (t) · dt

∣∣ 6 S ∈ R; v �èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

. Òîãäà∣∣∣
∫ b

a
u (t) · v (t) · dt

∣∣∣ 6 u (a) · S �èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Àáåëÿ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ τ (x) =
∫ x

a
v (t) dt : â ñèëó òîãî, ÷òî v �èíòåãðèðóåìà, τ(x)�ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé

äëÿ v, ò.å. τ ′(x) = v(x), τ(a) = 0.
◦ Ïóñòü c ∈ (a, b), ðàññìîòðèì

∣∣∣∣
∫ c

a

u (t) · v (t) dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ c

a

u (t) · τ ′ (t) dt

∣∣∣∣ =(ïî ÷àñòÿì)

∣∣∣∣u (t) · τ (t) |t=c
t=a −

∫ c

a

u′ (t) · τ (t) dt

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣u (c) · τ (c)− u (a) · τ (a) +

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u (c) · τ (c) +

∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣∣∣∣ 6

6 |u (c) · τ (c)|+
∣∣∣∣
∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣∣∣∣ = u (c) · |τ (c)|+
∣∣∣∣
∫ c

a

(−u′ (t)) · τ (t) dt

∣∣∣∣ 6

6 u (c) · S +
∫ c

a

|−u′ (t)| . |τ (t)| dt 6 u (c) · S + S ·
∫ c

a

|−u′ (t)| dt =

=(ò.ê. u′(t) < 0) u (c) · S − S ·
∫ c

a

u′ (t) dt = S · (u (c)− u (c) + u (a)) = S · u (a) .

Òåîðåìà 1.4.9 (Ïðèçíàê Àáåëÿ-Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà).

. Ôóíêöèÿ u(x) · v(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. u(x) > 0�íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b], ïðè÷¼ì lim
t→b

u (t) = 0 è u(x)�ìîíîòîííî óáûâàåò.

2. Ôóíêöèÿ v(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], à å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ îãðàíè÷åíà íà [a, b] (ò.å. sup
x∈[a,b]

∫ x

a
v (t) dt 6 S ∈ R

è ∃ ∫ b

a
v (x) · u (x) dx ).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, S = sup
x∈[a,b]

∣∣∫ x

a
v (t) dt

∣∣ , ò.ê. lim
t→b−0

u (t) = 0, òî ∃c ∈ [a, b) ∀t ∈ [c, b) : u (t) < ε
2·S

◦ Ïóñòü [α, β] ⊂ [c, b) , ðàññìîòðèì
∣∣∣∣∣
∫ β

α

u (t) · v (t) · dt

∣∣∣∣∣ 6

6 (íåðàâåíñòâî Àáåëÿ)u (α) · sup
x∈[α,β]

∣∣∣∣
∫ x

α

v (t) dt

∣∣∣∣ = u (α) · sup
x∈[α,β]

∣∣∣∣
∫ x

a

v (t) dt−
∫ α

a

v (t) dt

∣∣∣∣ 6

6 u (α) ·
(

sup
x∈[α,β]

∣∣∣∣
∫ x

a

v (t) · dt

∣∣∣∣ + sup
x∈[α,β]

∣∣∣∣
∫ α

a

v (t) · dt

∣∣∣∣
)

6 u (α) · (S + S) <
ε

2 · S · 2 · S = ε.

Ïðèìåð 1.4.9.1 (Ê òåîðåìå).
.

∫∞
1

sin x
x · dx�èíòåãðàë Äèðèõëå, ñõîäèòñÿ ëè? Ïóñòü v(x) = sin x, à u(x) = 1

x �íåïðåðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà
è ïîëîæèòåëüíà, u′(x) < 0 (ò.å. óäîâëåòâîðÿåò âñåìó íà [1,∞)). Ïåðâîîáðàçíàÿ v(x) :

∫ x

1
sin t · dt = − cos t|t=x

t=1 =
− cos x + cos 1, à | − cosx + cos 1| < 2 ⇒ âñ¼ âûïîëíåíî ⇒ ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1.4.10 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà).
. Ïóñòü

Äàí èíòåðâàë [a,∞], ãäå f(x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. f(x) > 0 íà [a,∞)
2. f(x)�ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè÷¼ì lim

x→∞
f (x) = 0.

3. an = f(n).
. Òîãäà

Ðÿä
∑

an � ñõîäèòñÿ, åñëè ∃ ∫∞
a

f (x) dx è íàîáîðîò: åñëè
∫∞

a
f (x) dx�íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
◦ Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè: u (t) = f (n + 1) − ∀t ∈ [n, n + 1) è v (t) = f (x) − ∀t ∈ [n, n + 1) , òîãäà u (t) 6

6 v (t) − ∀t u (t) 6 f (t) 6 v (t) − ∀t ⇒ ∫ α

a
u (t) · dt 6

∫ α

a
f (t) · dt 6

∫ α

a
v (t) · dt�èç ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè

èíòåãðàëà.

◦ ∫ α

a
u (t) dt =

α−1∑
n=a

∫ n+1

n
u (t) dt =

α−1∑
n=a

∫ n+1

n
f (n + 1) · dt =

α−1∑
n=a

f (n + 1) · ∫ n+1

n
dt =

α−1∑
n=a

an+1 ⇒
N∑

n=a
an+1 6

6
∫ N

a
f (t) dt 6

N∑
n=a

an Åñëè ðÿä
∑

an � ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 1.4.10.1 (Ê òåîðåìå).
.

∫∞
1

dx
xk : f (x) = 1

xk , åñëè k > 0, òî f(x)�ìîíîòîííî óáûâàåò è lim
x→∞

f (x) = 0, f (x) > 0 íà [1,∞).
∫ ∞

1

dx

xk
=

x→∞
t−k+1

−k + 1

∣∣∣∣
x

1

=
x−k+1

−k + 1
− 1
−k + 1

,

ãäå lim
x→∞

x−k+1 � ñóùåñòâóåò.

1.5 Èíòåãðàë Ðèìàíà (òî ìû èçó÷àëè èíòåãðàë Íüþòîíà)
ÎÏÐ 1.5.1 (ðàçáèåíèÿ è ñóììû Ðèìàíà).

Ïóñòü I = [a, b], f : I → R, ïðè÷¼ì f � îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà è |f (x)| ≤ M − ∀x ∈ [a, b] (ò.å.
îãðàíè÷åíà). Ðàçáèåíèåì èíòåðâàëà [a, b] íàçûâàåòñÿ íàáîð ÷èñåë a = x0 < x1 < . . . < xn+1 = b, îáîçíà÷èì çà
ξ = (a, x1, . . . , xn, b) . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ïóíêòèðîâàíî, åñëè óêàçàí íàáîð òî÷åê ti ti ∈ [xi, xi+1].
Íîðìîé ðàçáèåíèÿ ξ íàçûâàåòñÿ ‖ξ‖ = max

∀i
|xi+1 − xi| . Äëÿ ëþáîãî ïóíêòèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ ξ îïðåäåëèì ÷èñëî

R (f, ξ) =
N∑

i=1

f (ti) · |xi+1 − xi|, ãäå R(f, ξ)�íàçûâàåòñÿ ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f è ðàçáèåíèÿ ξ.

ÎÏÐ 1.5.2 (R1. èíòåãðàë Ðèìàíà).
Ïóñòü f � îïðåäåëåíà íà [a, b] è îãðàíè÷åíà, òîãäà f �íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó, åñëè ∃L ∈ R ∀ε >

0: ∃δ > 0 ∀ξ : ‖ξ‖ < δ ⇒ |R (f, ξ)− L| < ε�íåçàâèñèìî îò ïóíêòèðîâàíèÿ (!). Â ýòîì ñëó÷àå L�íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f íà [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ: L = R

∫ b

a
f (x) · dx.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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1.5.2.1 Ïîñòðîåíèå Äàðáó

. Ïóñòü f � îïðåäåëåíà íà [a, b] è îãðàíè÷åííà, òîãäà ñóùåñòâóþò m è M òàêèå, ÷òî m ≤ f (x) ≤ M − ∀x ∈ [a, b] ,
ãäå m = inf

x∈[a,b]
f (x) , M = sup

x∈[a,b]

f (x) .

Ïóñòü ξ �íåêîòîðîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], òîãäà âîçüì¼ì mk = inf
x∈[xk−1,xk]

{f (x)} , Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

{f(x)}, ∆k =

|xk − xk−1| , òîãäà Sξ =
n∑

k=1

Mk ·∆k, ãäå n�êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, íàçûâàåòñÿ âåðõíåé èíòåãðàëüíîé

ñóììîé, à sξ =
n∑

k=1

mk ·∆k � ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé.

1.5.2.2 Ôàêò

. ∀k : m 6 mk 6 Mk 6 M(ïî îïðåäåëåíèþ) ⇒
n∑

k=1

Mk ·∆k 6 M ·
n∑

k=1

∆k = M · (b− a), ò.å. ∀ξ : Sξ 6 M · (b− a) ,

àíàëîãè÷íî:
n∑

k=1

mk ·∆kεm ·
n∑

k=1

∆k = m · (b− a), ∀ξ : sξεm · (b− a) ⇒ ∀ξ : m · (b− a) 6 sξ 6 Sξ 6 M · (b− a) .

ÎÏÐ 1.5.2.3 (Âåðõíåãî è íèæíåãî èíòåãðàëà).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç J = inf Sξ, ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà [a, b]. J �íàçûâàåòñÿ

âåðõíèì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ: J̄ =
b∫

a

f (x) · dx. Àíàëîãè÷íî äëÿ íèæíåãî: J = sup sξ è îáîçíà÷àåòñÿ êàê
b∫

a

f (x) · dx.

ÎÏÐ 1.5.3 (R2. Èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ðèìàíó).
Ïóñòü f : [a, b] → R� îãðàíè÷åíà, òîãäà f - íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó, åñëè J ñîâïàäàåò ñ J , â

ýòîì ñëó÷àå J = J = J �íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà è îáîçíà÷àåòñÿ: J =
∫ b

a
f (x) · dx.

1.5.4 Òåîðåìà Äàðáó
ÎÏÐ 1.5.4.1 (ïðîäîëæåíèÿ ðàçáèåíèÿ).

Ðàçáèåíèå ξ1 �íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàçáèåíèÿ ξ2, åñëè âñå òî÷êè ðàçáèåíèÿ ξ2 ñîäåðæàòñÿ â ðàçáèåíèè
ξ1.

ÎÏÐ 1.5.4.2 (ñóììû ðàçáèåíèé).
Ïóñòü ξ1 è ξ2 �ïàðà ðàçáèåíèé, ÷åðåç ξ = ξ1 ⊕ ξ2 íàçîâ¼ì ðàçáèåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷êè ðàçáèåíèÿ ξ1 è

òî÷êè ðàçáèåíèÿ ξ2. Â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðàçáèåíèÿ.

Ëåììà 1.5.4.3 (Ëåììà 1).

. Ïóñòü
ξ1 �ïðîäîëæåíèå ðàçáèåíèÿ ξ2.

. Òîãäà
Sξ1 6 Sξ2 , à sξ1 > sξ2 .

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ξ2: Sξ2 =
n∑

k=1

Mk ·∆k. Ò.ê. ξ1 �ïðîäîëæåíèå ðàçáèåíèÿ ξ2, òî â èíòåðâàëå [xk−1, xk]

åñòü S òî÷åê èç ξ1. Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ ξ1 íà [xk−1, xk] èìååì:
S∑

j=1

Mkj ·∆kj ≤
S∑

j=1

Mk ·∆kj = Mk ·
S∑

j=1

∆kj =

Mk ·∆k ⇒ ñóììèðóÿ åù¼ è ïî k ïîëó÷èòñÿ, ÷òî Sξ1 6 Sξ2

◦ Àíàëîãè÷íî. sξ1 > sξ2 .

Ëåììà 1.5.4.4 (Ëåììà 2).

. Äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçáèåíèé ξ1 è ξ2 èìååò ìåñòî: Sξ1 > sξ2

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå, ðàññìîòðèì: ξ = ξ1 ⊕ ξ2 ïî ïîñòðîåíèþ� ξ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ξ1 è ξ2

îäíîâðåìåííî, òîãäà â ñèëó Ëåììû 1 1.5.4.3 ïîëó÷àåì, ÷òî Sξ 6 Sξ1 è sξ > sξ2 . Íî èç ôàêòà 1.5.2.2
èçâåñòíî, ÷òî sξ 6 Sξ ⇒ sξ2 ≤ sξ ≤ Sξ ≤ Sξ1 .

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ëåììà 1.5.4.5 (Ëåììà 3).

. Åñëè f � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî J 6 J.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ò.ê. äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé ξ1 è ξ2: sξ1 6 Sξ2 , â ñèëó Ëåììû 2 1.5.4.4. Âîçüì¼ì sup ïî âñåì ξ1, ïîëó÷èì, ÷òî
J 6 Sξ2 ; à åñëè âçÿòü sup ïî âñåì ξ2, òî â îáùåì: J 6 J.

Ëåììà 1.5.4.6 (Ëåììà 4).

. ∀ε > 0: ∃δ > 0 ∀ξ ‖ξ‖ < δ : Sξ 6 J̄ + ε, à sξ > J − ε

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) > 0, åñëè íå òàê, òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè ìîæíî íàéòè A f(x)+A > 0.
◦ Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè� ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ξ0 òàêîå, ÷òî Sξ0 6 J+ ε

2 (èç òåîðåìû î ñóùå-
ñòâîâàíèè òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè). Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � òî÷êè ðàçáèåíèÿ ξ0; M = sup

x∈[a,b]

f (x) ; λ = ε
4·n·M ;

ξ � òàêîå ðàçáèåíèå, ÷òî ‖ξ‖ < λ. Îòðåçêè èç ðàçáèåíèÿ ξ ðàçîáü¼ì íà äâà êëàññà: ê ïåðâîìó êëàññó
îòíîñÿòñÿ îòðåçêè, êîòîðûå öåëèêîì ïîïàäàþò â îòðåçîê [xk − λ, xk + λ], òîãäà Sξ = SI

ξ + SII
ξ �èç ïîëî-

æèòåëüíîñòè ôóíêöèè, òîãäà SI
ξ 6

∑
k

Mk ·∆k 6 M · ∑
k

∆k 6 M · ∑
k

2·ε
4·M ·n 6 2·ε·M

4·M ·n ·
n∑

k=1

1 = n·2·ε·M
4·M ·n = ε

2 ,

î÷åâèäíî SII
ξ ≤ Sξ0 ⇒ Sξ ≤ J̄ + ε

2 + ε
2 = J̄ + ε

Òåîðåìà 1.5.4.7 (Òåîðåìà Äàðáó).

. Ïóñòü
f � îãðàíè÷åíà è [a, b] ⊆ R.

. Òîãäà
îïðåäåëåíèÿ R1 è R2� ýêâèâàëåíòíû.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ R2 → R1: Ïóñòü f �èíòåãðèðóåìà íà [a, b] â ñìûñëå R2; ξ �ðàçáèåíèå. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ∀ε > 0: ∃δ >
0 ‖ξ‖ < δ ⇒ |R(f, ξ) − L| < ε; |∑k f(tk) · (xk − xk−1) − L| < ε ⇒ L − ε <

∑
k f(tk · (xk − xk−1)) < L + ε.

Çàìåòèì, ÷òî ∀tk ∈ [xk−1, xk] : mk 6 f(tk) 6 Mk, ñëåäîâàòåëüíî
∑

k mk ·∆x 6
∑

k f(tk) ·∆x 6
∑

k Mk ·∆x,

ãäå ∆x = xk − xk−1. Èç Ëåììû 4 1.5.4.6 ñëåäóåò ∀ε > 0: ∃δ > 0 ∀ξ ‖ξ‖ < δ : J − ε 6 sξ 6 Sξ 6 J + ε. Ò.ê.
f �èíòåãðèðóåìà ñîãëàñíî R2, òî J = J . Ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ε > 0: |∑k f(tk) ·∆x − J | < ε, çíà÷èò ôóíêöèÿ
èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå R1.

◦ R1 → R2: Âûïèøåì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó R1: ∀ξ ‖ξ‖ < δ : |∑k f(tk) ·∆x− L| < ε ⇒
L− ε <

∑
k f(tk ·∆x) < L + ε.

∑
k mk ·∆x 6

∑
k f(tk) ·∆x 6

∑
k Mk ·∆x; îòñþäà ñëåäóåò:

∑
k f(tk) ·∆x 6

6 L+ ε,
∑

k Mk ·∆x 6 L+ ε; Sξ 6 L+ ε;
∑

k mk ·∆x > L− ε; ⇒ ∀ξ ‖ξ‖ < δ : L− ε 6 sξ 6 Sξ 6 L+ ε ⇒ f �
èíòåãðèðóåìà, ñîãëàñíî R2.

Òåîðåìà 1.5.5 (Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

. Ïóñòü
f �íåïðåðûâíà íà [a, b].

. Òîãäà
f �èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó è èíòåãðàë ïî Ðèìàíó ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì ïî Íüþòîíó.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Òàê êàê f �íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b], çíà÷èò ∃w(t)�ìîäóëü íåïðåðûâ-
íîñòè. Ïóñòü ξ �ðàçáèåíèå a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b;

r(ξ) =
∫ b

a

f(x) dx−R(f, ξ) =
∫ b

a

f(x) dx−
n∑

k=1

f(tk) · (xk − xk−1) =

∑

k

∫ xk

xk−1

f(x) dx−
∑

k

f(tk) · (xk − xk−1) =

∑

k

[∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(tk) · (xk − xk−1)

]
=

∑

k

∫ xk

xk−1

(f(x)− f(tk)) dx,

ãäå tk ∈ [xk−1, xk].

◦ Ò.ê. x ∈ [xk−1, xk], f(x) − f(tk) 6 w(‖ξ‖), ñëåäóåò
∣∣∣
∫ xk

xk−1
(f(x)− f(tk)) dx

∣∣∣ 6 w(‖ξ‖) · (xk − xk−1). |r(ξ)| 6
6

∑
k

w(‖ξ‖) · (xk − xk−1) = w(‖ξ‖) · ∑
k

(xk − xk−1) = w(‖xi‖) · (b − a); ò.ê. w(‖ξ‖) → 0, ïðè ‖ξ‖ → 0, òî

∀ε > 0: ∃δ > 0 w(‖ξ‖) 6 ε
(b−a) . ‖ξ‖ < δ ⇒ r(ξ) < ε, çíà÷èò ôóíêöèÿ� èíòåãðèðóåìà.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ÎÏÐ 2.1 (÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Ïóñòü fn(x), x = 1, 2, . . . , n�íàáîð ôóíêöèé; A ⊂ R� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ∀fn(x), ãäå A 6= ∅. Ïóñòü x0 ∈ A,

òîãäà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x0).

ÎÏÐ 2.2 (ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x0)� ñõî-

äèòñÿ.

ÎÏÐ 2.3 (ìíîæåñòâà òî÷åê ñõîäèìîñòè).
Ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fm(x)� îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Åñëè S ⊆ A è S �ÿâëÿåòñÿ

îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè, òî åñëè ∀x ∈ S ñîïîñòàâèòü ÷èñëî a = lim
m→∞

fm(x), òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x) = a− ∀x ∈
S. fn(x) → f(x)� ïîòî÷å÷íî, ò.å. lim

n→∞
fn(x) = f(x).

Âûðàæåíèå âèäà
∞∑

n=0
φn(x)� áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì, òîãäà Sm(x) =

m∑
k=0

φk(x)�íàçîâ¼ì ÷à-
ñòè÷íîé ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ñõîäèòñÿ.

Èç òîãî, ÷òî fn(x)�íåïðåðûâíà, ñëåäóåò ëè, ÷òî f(x)�íåïðåðûâíà? lim
n→∞

fn(x) = f(x), lim
x→a

fn(x) = fn(a) è

lim
x→a

f(x) = f(a) ⇒ lim
x→a

(
lim

n→∞
fn(x)

)
= lim

n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
?

Åñëè fn(x)� äèôôåðåíöèðóåìà, ñõîäèòñÿ ëè f ′n(x) ê f ′(x)? Ïóñòü fn(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b], áóäåò ëè èí-
òåãðèðóåìà f(x)?

Ïðèìåð 2.3.1 (ìíîæåñòâà òî÷åê ñõîäèìîñòè è ïðåäåëüíîé ôóíêöèè).

. f(x) = xn; x0 = 1
3 →

(
1
3

)n � ñõîäèòñÿ. S = (−1, 1] è f(x) =

{
1, x = 0;
0, èíà÷å.

.

Ïðèìåð 2.3.2 (Ïîðÿäîê âçÿòèÿ ïðåäåëà).

. Ðàññìîòðèì Smn = m
m+n : ÷åì îòëè÷àåòñÿ lim

n→∞

(
lim

m→∞
Smn

)
, îò lim

m→∞

(
lim

n→∞
Smn

)
? lim

n→∞
Smn = 1 ⇒ lim

m→∞
1 = 1; à

lim
m→∞

Smn = 0 ⇒ lim
n→∞

1 = 0;

Ïðèìåð 2.3.3 (Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà).

. Ïóñòü fn(x) = x2

(1+x2)n , ðàññìîòðèì
∞∑

n=0
fn(x) =

∑
n=0

x2

(1+x2)n = x2 ·
∞∑

n=0

(
1

1+x2

)n

= f(x)� ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå

x, êðîìå 0, f(0) = 0. Ïóñòü x 6= 0, òîãäà Sn(x) = x2 ·
∞∑

n=0

(
1

1+x2

)n

= x2 ·
�
1− 1

1+x2

�n+1

1− 1
1+x2

; Sn(x) n→∞→ x2

1− 1
1+x2

=

x2·(1+x2)
x2 = 1 + x2 = f(x) ⇒ f(x) =

{
0, x = 0;
1 + x2, x 6= 0.

�íå íåïðåðûâíà.

Ïðèìåð 2.3.4 (Ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäíûõ).

. Ðàññìîòðèì fn(x) = sin (n·x)√
n

, fn(x) n→∞−→ 0, f ′(x) = 0; f ′n(x) =
√

n · cos (n · x) ⇒ fn(x) 6→ f ′(x).

Ïðèìåð 2.3.5 (Èíòåãðèðóåìîñòü f(x)).

21
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. Ïóñòü [a, b] = [0, 1], fn(x) = n2x · (1 − x2)n �ïî Ðèìàíó èíòåãðèðóåìà ⇒ fn(x) → 0 íà [0, 1], fn(x) → f(x) ⇒∫ 1

0
f(x) dx = 0;

∫ 1

0
fn(x) dx = n2 · ∫ 1

0
x · (1− x2)n dx = −n2

2 · ∫ 1

0
(1− x2)n d(1− x2) = − n2

2 · (1+x2)n+1

n+1

∣∣∣
1

0
= n2

2·(n+1) , íî lim
n→∞

n2

2·(n+1) =

= ∞⇒ lim
n→∞

(∫ 1

0
fn(x) dx

)
6= ∫ 1

0
f(x) dx.

. fn(x) = nx · (1− x2), fn(x) → 0,
∫ 1

0
fn(x) dx = n

2·(n+1) , lim
n→∞

n
2·(n+1) = 1

2 .

2.4 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ÎÏÐ 2.4.1 (ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x)�íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà ìíîæåñòâå S ⊆ R ê ôóíêöèè f(x),
åñëè ∀ε > 0: ∃M ∀n > m : |fn(x)− f(x)| < ε− ∀x ∈ S.

Ñëåäñòâèå 2.4.1.1 (Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü).

. Åñëè fn(x)� ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x) íà ìíîæåñòâå S, òî fn(x)� ñõîäèòñÿ ê f(x) ïîòî÷å÷íî íà S, îáðàòíîå
íåâåðíî.

Îáîçíà÷åíèå 2.4.2

. fn(x)� ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x): fn(x) ⇒ f(x), x ∈ S.

ÎÏÐ 2.4.3 (Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä).
Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=0

φn(x)� ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà S, åñëè åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì�
ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.4.4 (óñëîâèå Êîøè î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè).

. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x)�ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå S ⇔ ∀ε > 0: ∃M ∈ N ∀n,m > M : (F) |fn(x)−
− fm(x)| < ε− ∀x ∈ S.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ (⇒) : Ïóñòü fn(x)� òàêîå, òîãäà ∃M ∀n > M : |fn(x) − f(x)| <(Îïðåäåëåíèå 2.4.1 íà ñòð. 22)
ε
2 , ðàññìîòðèì

|fn(x)− fm(x)| = |fn(x)− f(x) + f(x)− fm(x)| 6 |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| <(m > M)
ε
2 + ε

2 = ε− (F) .

◦ (⇐) : Ïóñòü (F) � âûïîëíåíî ∀x ∈ S, fn(x)�ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, çíà÷èò ñóùåñòâóåò
ïðåäåë fn(x), ïðè n → ∞ â êàæäîé òî÷êå; ⇒ îïðåäåëÿåò f(x). Â (F) ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó, ïðè m →
∞ : |fn(x)− f(x)| < ε− ∀x ∈ S �ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 2.4.5 (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

. Ïóñòü fn(x) → f(x) íà S, Mn = sup
x∈S

|fn(x)− f(x)|; fn(x) ⇒ f(x) íà S ⇔ lim
n→∞

Mn = 0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ (⇒) : Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè 2.4.1 íà ñòð. 22: ∀ε > 0: ∃M ∀n > M : |fn(x) −
− f(x)| < ε− ∀x ∈ S, òîãäà Mn = sup

x∈S
|fn(x)− f(x)| 6 ε ⇒ lim

n→∞
Mn = 0.

◦ (⇐) : lim
n→∞

Mn = 0 ⇒ ∀ε : ∃M ∀n > M : |Mn| < ε ⇒ sup
x∈S

|fn(x)− f(x)| < ε.

Ïðèìåð 2.4.5.1 (Ê òåîðåìå).

. Ðàññìîòðèì fn(x) = xn, S = (0, 1), fn(x) → 0 íà (0, 1). Mn = sup
x∈S

|xn − 0| = sup
x∈S

xn = 1 ⇒ lim
n→∞

Mn = 1 ⇒
ðàâíîìåðíî íå ñõîäèòñÿ, à íà (0, 1

2 )�Mn = sup
x∈(0, 1

2 )

xn = 1
2n �ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 2.4.6 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà äëÿ ðÿäîâ).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. Ïóñòü
∞∑

n=0
φn(x), ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mn = sup

x∈S
|φn(x)|.

. Òîãäà

Åñëè ðÿä Mn � ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑

n=0
φn(x)�ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è íåïðåðûâåí íà S.

Òåîðåìà 2.4.7 (Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå).

. Ïóñòü
Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x) íà S, p�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S; îáîçíà÷èì ïðåäåë lim

x→p
fn(x) = An.

. Òîãäà

Åñëè A = lim
n→∞

An, òî lim
x→p

f(x) = A, ò.å. lim
n→∞

(
lim
x→p

fn(x)
)

= lim
x→p

(
lim

n→∞
fn(x)

)
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0�ïðîèçâîëüíî, M ∀n, m > M : (F) |fn(x)− fm(x)| < ε�èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, à ò.ê.
(F) � âåðíî ∀x ⇒ ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ïðè x → p : |An −Am| 6 ε ⇒ An �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
⇒ ∃ lim

n→∞
An = A.

◦ Ðàññìîòðèì |f(x)−A| = |f(x)− fn(x) + fn(x) + An −An −A| 6 |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)−An|+ |An −A| :
X Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè� ∀n > M : |fn(x)− f(x)| < ε

3 − ∀x ∈ S.

X Åñëè íàäî, óâåëè÷èâàåì íîìåð M , ò.å. ∃M1 ∀n > M1 : |An −A| < ε
3 � ò.ê. lim

n→∞
An = A.

X Åñëè âûáðàòü n > max{M, M1}, òî ∀ε > 0: ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè p òàêàÿ, ÷òî |fn(x)−An| <
ε
3 − ∀x ∈ V.

◦ lim
x→p

f(x) = A ⇒ ∀ε > 0: ∃ îêðåñòíîñòü òî÷êè p |f(x)−A| < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε ⇒ lim

x→p
f(x) = A.

Ñëåäñòâèå 2.4.7.1 (òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè).

. Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x) íà S, òîãäà åñëè fn(x)�íåïðåðûâíà íà S, òî f(x)�íåïðåðûâíà íà S.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò A è An.

Ïðèìåð 2.4.7.2 (Íå íåïðåðûâíîé, ñõîäÿùåéñÿ íåðàâíîìåðíî ôóíêöèè).

. [0, 1], xn, f(x) =

{
0, x < 1;
1, x > 1.

�íå íåïðåðûâíàÿ, ñõîäèìîñòü � íåðàâíîìåðíàÿ.

Òåîðåìà 2.4.8 (Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó).

. Ïóñòü
fn(x)�èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] ⊆ R; fn(x) ⇒ f(x).

. Òîãäà
Âûïîëíåíî:

1. f(x)�èíòåãðèðóåìà íà f(x);

2.
∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞

(∫ b

a
fn(x) dx

)
dx è

∫ b

a

(
lim

n→∞
fn(x)

)
dx = lim

n→∞

(∫ b

a
fn(x) dx

)

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, âûáåðåì σ σ · |b− a| < ε
3 (ìîæíî, ò.ê. îòðåçîê îãðàíè÷åí), òîãäà â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè � ∃M ∀n > M : (F) |fn(x)− f(x)| < σ − ∀x ∈ [a, b].

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ïóñòü n > M , òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî fn(x)�èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, èç òåîðåìû Äàðáó 1.5.4.7 íà ñòð.
19: ∃ ðàçáèåíèå ξ S(ξ, fn) − s(ξ, fn) < ε

3 . Â ñèëó (F) : f(x) − σ < fn(x) < f(x) + σ, ðàññìîòðèì S(ξ, f) =
S(ξ, f − fn + fn) = S(ξ, f − fn) + S(ξ, fn) 6 S(ξ, σ) + S(ξ, fn) = σ · |b − a| + S(ξ, fn) = S(ξ, fn) + ε

3 , ò.å.
S(ξ, f) 6 S(ξ, fn) + ε

3 .

◦ Àíàëîãè÷íî: s(ξ, f) > s(ξ, fn)− ε
3 , ò.å.: −s(ξ, f) 6 −s(ξ, fn)+ ε

3 ⇒ S(ξ, f)−s(ξ, f) 6 S(ξ, fn)−s(ξ, fn)+ ε
3 + ε

3 6
6 ε

3 + 2 · ε
3 = ε ⇒ f �èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â ñèëó òåîðåìû Äàðáó.

◦ Ðàññìîòðèì
∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx− ∫ b

a
fn(x) dx

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ b

a
f(x)− fn(x) dx

∣∣∣ 6
∫ b

a
|f(x)− fn(x)| dx 6

∫ b

a
σ dx = σ · |b − a| =

ε�äëÿ n > M èç ïóíêòà 1 ⇒ lim
n→∞

(∫ b

a
fn(x) dx

)
=

∫ b

a
f(x) dx.

Çàìå÷àíèå 2.4.8.1 (Ê òåîðåìå).

. Óñëîâèå, ÷òî îòðåçîê [a, b] îãðàíè÷åí� ïî ñóùåñòâó! Ðàññìîòðèì íà R:
m

m2 + x2
= fm(x) ⇒ 0, ò.ê. sup

x∈R

m

m2 + x2
=

1
m è ò.ê. lim

m→∞
1
m = 0; fm(x) =

(
arctan x

m

)m
, íî

∞∫
−∞

fm(x) dx = π.

Çàìå÷àíèå 2.4.8.2 (Äëÿ ðÿäîâ).

. Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=0
fn(x)� ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f(x); fn �èíòåãðèðóåìà íà [a, b] ⊆ R; òîãäà

1. f(x)�èíòåãðèðóåìà íà [a, b];

2.
∫ b

a
f(x) dx =

∞∑
n=0

(∫ b

a
fn(x) dx

)
.

(Óïðàæíåíèå).

Òåîðåìà 2.4.9 (Î ðàâíîìåðíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñõîäèìîñòè).

. Ïóñòü
fn(x)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðóåìûõ íà a, b] ôóíêöèé, ∃ òî÷êà x0 ∈ (a, b) fn(x0)� ñõîäèòñÿ.

. Òîãäà
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ′n(x)� ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b], òî

1. fn(x)� ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b];
2. f(x)�äèôôåðåíöèðóåìà ∀x ∈ [a, b] è lim

n→∞
f ′n(x) = f ′(x)− ∀x ∈ (a, b).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, M ∀n, m > M � âûïîëíåíî îäíîâðåìåííî:
1. |fn(x0)− fm(x0)| < ε

2 ;
2. |f ′n(t)− f ′m(t)| < ε

2·|b−a| − ∀t ∈ [a, b].

Ðàññìîòðèì |fn(x) − fm(x)|�ïî òåîðåìà Ëàãðàíæà: ∃x ∈ (x, t) ⊆ [a, b) (fn(x) − fm(x)) − (fn(t) − fm(t)) =
(f ′n(c)− f ′m(t)) · (x− t) ⇒ |fn(x)− fm(x)− fn(t) + fm(t)| = |f ′n(c)− f ′m(c)| · |x− t| 6 ε

2·|b−a| · |x− t| 6 ε
2 .

◦ Ðàññìîòðèì:

|fn(x)− fm(x)| =
= |fn(x)− fm(x) + fn(x0)− fn(x0) + fm(x0)− fm(x0)| 6
6 |fn(x)− fm(x)− fn(x0) + fm(x0)|+ |fn(x0)− fm(x0)| <

<
ε

2
+

ε

2
= ε

⇒ fn(x) ⇒ f(x); f(x)�íåïðåðûâíà íà [a, b].
◦ Ðàññìîòðèì φn(t) = fn(t)−fn(x)

t−x è φ(t) = f(t)−f(x)
t−x , ãäå x 6= t. Çàìåòèì, ÷òî lim

x→t
φn(t) = f ′n(t)� ò.ê. f(x)

äèôôåðåíöèðóåìà è lim
n→∞

φn(t) = φ(t)�èç ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû. Ðàññìîòðèì

|φn(t)− φm(t)| =
∣∣∣∣
fn(t)− fn(x)

t− x
− fm(t)− fm(x)

t− x

∣∣∣∣ =
|fn(t)− fn(x)− fm(t) + fm(x)|

|x− t| 6 ε · |x− t|
2 · |b− a| ·

1
|x− t|

⇒ φn(t)� ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b], ãäå t 6= x. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå 2.4.7 íà ñòð.
23, ïîëó÷àåì, ÷òî lim

t→x
φn(t) = f ′(x) ⇒ lim

t→x
φn(t) = lim

n→∞
f ′n(x).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Òåîðåìà 2.4.10 (Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà íåïðåðûâíîé è íå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè).

. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà R ôóíêöèÿ, íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ íè â îäíîé òî÷êå

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü îòðåçîê [0, 2], òîãäà îïðåäåëèì φ(x) =

{
x; x > 0; x 6 1;
2− x x > 1; x 6 2.

. Îïðåäåëèì, ÷òî φ(x+2) = φ(x). Ïóñòü

f(x) =
∞∑

n=0

((
3
4

)n · φ(4n · x)
)
, ðàññìîòðèì:

X Î÷åâèäíî, ÷òî φ�íåïðåðûâíà⇒ φ(4n ·x)�íåïðåðûâíà⇒ f(x)�íåïðåðûâíà. Ïóñòü Mn = sup
x∈R

∣∣( 3
4

)n ·
·φ(4n · x)

∣∣ =
(

3
4

)n · sup
x∈R

|φ(4n · x)| =
(

3
4

)n
. Ðÿä è ñóììà

∑
Mn � ñõîäÿòñÿ,

(
3
4

)n � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
⇒ ïîòî÷å÷íî ïî ñëåäñòâèþ 2.4.1.1 íà ñòð. 22 ⇒ f �íåïðåðûâíà.

X Ïóñòü x ∈ R, m ∈ Q�ïðîèçâîëüíûå; â ñèëó àêñèîìû Àðõèìåäà� ∀x∀m : ∃k ∈ Q k 6 4m · x 6
6 k + 1 ⇒ x 6 4−m · (k + 1) è x > 4−m · k; ââåä¼ì αm = 4−m · k è βm = 4−m · (k + 1): αm < βm è
αm 6 x 6 βm − ∀m. Ïðè m →∞ : |αm − βm| → 0 ⇒ (â ñèëó ëåììû î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ) lim

m→∞
αm = x

è lim
m→∞

βm = x.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà 4n · αm è 4n · βm:

|φ(4n · βm)− φ(4n · αm)| =





0, n > m;
1, n = m;
4n−m, n < m.

.

Ðàññìîòðèì:

|f(βm)− f(αm)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(
3
4

)n

· (φ(4n · βm)− φ(4n · αm))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

n=0

(
3
4

)n

· (φ(4n · βm)− φ(4n · αm))

∣∣∣∣∣ >

>
(

3
4

)m

−
m−1∑
n=0

(
3
4

)n

· 4n−m =
(

3
4

)m

−
m−1∑
n=0

3n

4m
=

=
(

3
4

)m

− 1
4m

· 1− 3m

1− 3
=

(
3
4

)m

− 1
4m

· 3m − 1
2

=
1
2
·
(

3
4

)m

+
1

2 · 4m
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì:
∣∣∣∣
f(βm)− f(αm)

βm − αm

∣∣∣∣ =
|f(βm)− f(αm)|

βm − αm
=
|f(βm)− f(αm)|

4−m
=

1
2
·
(

3
4

)m

· 1
4−m

=
3m

2
⇒

ïðè m →∞ ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå x�ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò, òîãäà lim

m→∞
f(αm)−f(x)

αm−x = lim
m→∞

f(βm)−f(x)
βm−x = f ′(x).

Ðàññìîòðèì
f(βm)− f(αm)

βm − αm
= λm · f(βm)− f(x)

βm − x
+ (1− λm) · f(αm)− f(x)

αm − x
,

ãäå λm = βm−x
βm−αm

⇒ ïðåäåë ñóùåñòâóåò � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 2.4.11 (Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè ìíîãî÷ëåíà ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè).

. Ïóñòü
Ïóñòü f(x)�íåïðåðûâíà íà [a, b].

. Òîãäà
Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x), ÷òî pn(x) ⇒ f(x) íà [a, b], ñòàëî áûòü lim

n→∞
Pn(x) =

f(x).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Óïðîñòèì:
X Âìåñòî [a, b] ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1]−y = k ·x+b è ïðè òàêîé çàìåíå ìíîãî÷ëåí ïåðåéä¼ò â ìíîãî÷ëåí.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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X f(0) = 0, f(1) = 0, g(x) = f(x)− f(0)− x · (f(1)− f(0)), åñëè x 6= [0, 1] : f(x) = 0; f(x)�íåïðåðûâíà íà
R, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0, 1] ïî òåîðåìå Êàíòåðà è, ñòàëî áûòü, ðàâíîìåðíà íåïðåðûâíà íà R.

◦ Ââåä¼ì Qn(x) = Cn(x) · (1 − x2)n è ïîòðåáóåì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ðàâíà íóëþ
äëÿ |x| > 1, Cn · (1 − x2)n − |x| < 1 è

∫ 1

−1
Qn(t) dt = 1 ⇒ Cn = 1R 1

−1 (1−x2)n dx
, Qn � ½øàïî÷êà� èëè ½Äåëüòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�.∫ 1

−1
(1− x2)n dx = 2 ·∫ 1

0
(1− x2)n dx > 2 ·∫ 1/

√
n

0
(1− x2)n dx > (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè)2 ·

∫ 1/
√

n

0
(1− n · x2) dx = 2 ·

·
(
x− nx3

3

)∣∣∣
1/
√

n

0
= 2 ·

(
1√
n
− 1

3·√n

)
· 4

3·√n
⇒ Cn <

√
n.

◦ Ïóñòü σ > 0�ïðîèçâîëüíî, òîãäà 0 6 Qn(x) 6 √
n · (1 − δ2)n − ∀x δ < |x| 6 1. lim

n→∞
(
√

n · (1− δ2)n) =

0 ⇒(Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà 2.4.5 íà ñòð. 22) Qn(x) ⇒ 0 íà èíòåðâàëå [−1,−δ] ∪ [δ, 1], ò.ê. (1− δ2)n → 0.

◦ Pn(x) =
∫ 1

−1
f(x + t) ·Qn(t) dt�íóæíûé ìíîãî÷ëåí. Äîêàæåì, ÷òî ýòî âîîáùå-òî ìíîãî÷ëåí: ðàññìîòðèì

f(x + t) : åñëè (x + t) > 1, òî f(x + t) = 0; à åñëè (x + t) < 0, òî f(x + t) = 0 ⇒ t ∈ [−x, 1 − x] ⇒ Pn(x) =∫ 1−x

−x
f(x + t) ·Qn(t) dt =(x+t=u)

∫ 1

0
f(u) ·Qn(u− x) du. Çàìåòèì: Qn(u − x) = Cn · (1 − (u − x)2)n = Cn ·

· ∑
`

(
C`

n · (u− x)2` · (−1)`
)

= Cn ·
∑
k

(xk · φk(u)), ãäå φk(u)�ìíîãî÷ëåí ïî u ⇒ ∫ 1

0
f(u) ·Qn(u− x) du =

∫ 1

0
f(u) ·∑

k

φk(u) du =
∑
k

xk · ∫ 1

0
f(u) · φk(u) du =

∑
k

αk · xk = Pn(x) ⇒ Pn(x)�ìíîãî÷ëåí.

◦ Pn(x) ⇒ f(x) : ïóñòü ε > 0, òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêàÿ, ÷òî èç |x − y| < δ ñëåäóåò, ÷òî |f(x) − f(y)| <
ε
2−∀x, y ∈ R�èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòü f(x). Ââåä¼ì M = sup

x∈R
|f(x)|� â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

î ìàêñèìóìå/ìèíèìóìå: M < ∞.
Âû÷èñëèì: |Pn(x)− f(x)| =

∣∣∣
∫ 1

−1
f(x + t) ·Qn(t) dt− f(x) · ∫ 1

−1
Qn(t) dt

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ 1

−1
(f(x + t)− f(x)) ·Qn(t) dt

∣∣∣ =∣∣∣
∫ −δ

−1
(. . .) dt +

∫ δ

−δ
(. . .) dt +

∫ 1

δ
(. . .) dt

∣∣∣ 6
∣∣∣
∫ −δ

−1
(. . .) dt

∣∣∣+
∣∣∣
∫ δ

−δ
(. . .) dt

∣∣∣+
∣∣∣
∫ 1

δ
(. . .) dt

∣∣∣ 6
∫ −δ

−1
| . . . | dt+

∫ δ

−δ
| . . . | dt+

∫ 1

δ
|f(x + t)− f(x)| ·Qn(t) dt;

X
∫
−1
−δ|f(x + t)− f(x)| ·Qn(t) dt 6 2M ·∫−1

−δQn(t) dt 6 2M ·∫−1
−δ
√

n · (1− δ2)n dt = 2M ·√n·(1−δ2)n ·
· ∫ −δ

−1
dt 6 2M · √n · (1− δ2)n

X
∫ δ

−δ
|f(x + t)− f(x)| ·Qn(x) dt 6 (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè)

ε
2 ·

∫ δ

−δ
Qn(t) dt 6 ε

2 ·
∫ 1

−1
Qn(t) dt = ε

2 .

⇒ |Pn(x)−f(x)| 6 2 · (2M ·√n · (1−δ2)n)+ ε
2 , à ò.ê. 4M ·√n · (1−δ2)n → 0, ïðè n →∞, òî ∃M ∀n > M : 4M ·

· √n · (1 − δ2)n < ε
2 ⇒ |Pn(x) − f(x)| 6 ε

2 + ε
2 = ε ⇒ ∀ε > 0: ∃M ∀n > M è ∀x ∈ R : |Pn(x) − f(x)| < ε ⇒

Pn(x) ⇒ f(x).

Ñëåäñòâèå 2.4.12 (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê ìîäóëþ).

. Ïóñòü f(x) = |x|, ïðè |x| < a, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn(x) Pn(x) ⇒ |x| è Pn(0) = 0.

2.5 Ñòåïåííûå ðÿäû
ÎÏÐ 2.5.1 (ñòåïåííîãî è äðóãèõ ðÿäîâ).

Ðÿä
∞∑

n=0
φn(x)�íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì, åñëè φn(x) = an · xn, òàê è áóäåì ïèñàòü:

∑
n=0

∞an · xn. Åñëè φn(x) =

(x− x0)n, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì â òî÷êå x0. Ñèììåòðè÷íûì ñòåïåííîé ðÿä �òîò, ÷òî ñõîäèòñÿ â
òî÷êå x = 0.

Ëåììà 2.5.2 (Ïåðâàÿ ëåììà Àáåëÿ î ñòåïåííûõ ðÿäàõ).

. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0, òî ∀x |x| < |x0|�ðÿä
∑
n

an · xn � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ðÿä
∑
n

an · xn
0 � ñõîäèòñÿ, òîãäà â ñèëó íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè: lim

n→∞
an · xn

0 = 0 ⇒ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {an · xn

0}� îãðàíè÷åíà (èç òåîðåìû î òîì, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åíà) ⇒ ∃M ∀n : |an · xn

0 | 6 M.

◦ Ðàññìîòðèì ðÿä
∑
n

an · xn, ïðè |x| < |x0|, òîãäà |an ·xn| =(ò.ê. x0 6= 0)

∣∣∣∣∣an ·
xn

xn
0

· xn
0

∣∣∣∣∣ = |an ·xn
0 |·

∣∣∣ x
x0

∣∣∣
n

6 M ·
∣∣∣ x
x0

∣∣∣
n

;

ò.ê. |x| < |x0|, òî
∣∣∣ x
x0

∣∣∣ = q < 1 ⇒ ðÿä M · ∑
n

qn � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è ñõîäèòñÿ ⇒ (ïî ïðèçíàêó
ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà)

∑
n

an · xn � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ñëåäñòâèå 2.5.3 (Ðàñõîäèìîñòü ðÿäà).

. Åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0, òî ∀x |x| > |x0|�ðÿä ðàñõîäèòñÿ (î÷åâèäíîå äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî:
åñëè ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è â x0).

Ñëåäñòâèå 2.5.4 (Ñòðóêòóðà îáëàñòè ñõîäèìîñòè).

. Äëÿ ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà : ∃R > 0 ∀x : |x| < R �ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; ∀x |x| > R�ðàñõîäèòñÿ, à åñëè
|x| = R� âñ¼, ÷òî óãîäíî.
Åñëè R = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷êå x0, à åñëè R = ∞, òî ðÿä ñõîäèòñÿ âñþäó. Ïðè÷¼ì ýòà R� ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.5.5 (Î ðàäèóñå ñõîäèìîñòè).

. Ïóñòü

Ðÿä
∞∑

n=0
an · xn.

. Òîãäà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü x0 6= 0�ïðîèçâîëüíî èç R. Ðàññìîòðèì
∞∑

n=0
an · xn

0 , ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà: lim
n→∞

|an+1·xn−1
0 |

|an·xn
0 | =

|x0| · lim
n→∞

∣∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣∣, åñëè ðàâåí íóëþ, òî ðÿä ñõîäèòñÿ âñåãäà ⇒ R = ∞; åñëè ðàâåí ∞, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ

âñþäó, êðîìå 0, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, êîãäà |x0| · lim
n→∞

∣∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣∣ < 1 ⇒ |x0| <
1

lim
n→∞

|an+1/an| =

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣∣ = R, à åñëè |x0| · lim
n→∞

∣∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣∣ > 1 ⇒ |x0| > R �ðàñõîäèòñÿ ⇒ òàêàÿ R ýêâèâàëåíòíà ðàäèóñó
ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 2.5.6 (Î ðàäèóñå ñõîäèìîñòè).

. Ïóñòü
∞∑

n=0
an · xn.

. Òîãäà
R = lim

n→∞
n
√
|an|.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Òî æå ñàìîå, î âìåñòî Äàëàìáåðà � ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè.

Ëåììà 2.5.7 (Âòîðàÿ ëåììà Àáåëÿ).

. Ïóñòü

Ðÿä
∞∑

n=0
an · xn; R > 0�ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

. Òîãäà
Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà [α, β] ⊂ (−R, R)�ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü γ = max {|α|, |β|}, òîãäà 0 < γ < R ⇒ ðÿä
∞∑

n=0
an · γn � ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; òîãäà |an · xn| 6 |an ·

·γn|−∀x ∈ [α, β], à ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà: sup
x∈[α,β]

|an · xn| 6 |an ·γn| = Mn ⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ñëåäñòâèå 2.5.8 (Íåïðåðûâíîñòü).

. Ïóñòü

Ïóñòü S(x) =
∞∑

n=0
an · xn.

. Òîãäà
∀x |x| < R : S(x)�íåïðåðûâíà.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ò.ê. |x| < R ⇒ ∃[α, β] [α, β] ⊂ (−R,R) è x ∈ (α, β)�ïî âòîðîé ëåììå Àáåëÿ 2.5.7 íà ñòð. 27 ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [α, β], à ò.ê. x ∈ (α, β) ⇒ S(x) â òî÷êå x�íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 2.5.9 (Îá èíòåãðèðóåìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà).

. Ïóñòü

Ðÿä
∞∑

n=0
an · xn, R�ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, R > 0; îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ S(x) =

∞∑
n=0

an · xn − ∀x |x| < R;

. Òîãäà
∀[α, β] ⊆ (−R,R) : S(x)�èíòåãðèðóåìà íà [α, β] è èìååò ìåñòî:

∫ β

α

S(x) dx =
∞∑

n=0

∫ β

α

an · xn dx =
∞∑

n=0

an ·
(

βn+1 − αn+1

n + 1

)
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè [α, β] ⊆ (−R,R), òî ñîãëàñíî âòîðîé ëåììû Àáåëÿ 2.5.7 íà ñòð. 27 � S(x)�íåïðåðûâíà è ðÿä ñõîäèòñÿ
ê S(x) ðàâíîìåðíî íà [α, β]. Ôóíêöèÿ an ·xn−∀n�èíòåãðèðóåìà íà [α, β], ò.ê. îíà íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà
⇒ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû îá èíòåãðèðóåìîñòè ðÿäà.

Ñëåäñòâèå 2.5.10 (Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ïåðâîîáðàçíûõ).

. Ïóñòü

Ðÿä
∞∑

n=0
an · xn èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0.

. Òîãäà

Ðÿä èç ïåðâîîáðàçíûõ
∞∑

n=0
an · xn+1

x+1 èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå ìåíüøèé, ÷åì R.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü x ∈ (−R, R); r > 0 |x| < r < R ⇒ [0, r] ⊂ (−R, R). Ïðèìåíèì ê ðÿäó
∞∑

n=0
an · xn òåîðåìó îá

èíòåãðèðóåìîñòè ðÿäà íà èíòåðâàëå [0, r], òîãäà
∫ r

0

( ∞∑
n=0

an · xn

)
=

∞∑
n=0

(∫ r

0
an · xn dx

)
=

∞∑
n=0

an · rn+1

n+1 �

ñõîäèòñÿ⇒ ñîãëàñíî ïåðâîé ëåììå Àáåëÿ 2.5.2 íà ñòð. 26 � ðÿä
∞∑

n=0
an · rn+1

n+1 � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ∀x |x| <
r; ò.ê. r < R�ïðîèçâîëüíî ⇒ ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå óìåíüøèòñÿ.

Òåîðåìà 2.5.11 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ).

. Ïóñòü

S(x) =
∞∑

n=0
an · xn − ∀x |x| < R, R > 0�ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

. Òîãäà
Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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1. S(x)�äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (−R, R);

2. ∀x : S′(x) =
∞∑

n=0
(an · xn)′ =

∞∑
n=0

an · xn−1 · n

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ φn(x) = an · xn �íåïðåðûâíà íà (−R, R)� î÷åâèäíî.
◦ Ñóùåñòâóåò õîäÿ áû îäíà òî÷êà, ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x = 0� ñõîäèòñÿ.
◦ (φn(x))′ = n ·xn−1 ·an � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàêîì òî ïîäèíòåðâàëå (òåîðåìà îá äèôôåðåíöèðóåìîñòè).

Ïóñòü r0 è r 0 < r0 < r < R; x ∈ (−R, R) |x| < r. Ò.ê. ðÿä
∑
n

an · xn � ñõîäèòñÿ äëÿ ýòèõ x, òî ýòî îçíà÷àåò,

÷òî lim
n→∞

|an · xn| = 0− ∀x |x| 6 r ⇒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |an · xn|� îãðàíè÷åíà, â ÷àñòíîñòè |an · xn| 6 M.

Ðàññìîòðèì |φn(x)|′ = |an · n · xn−1| 6 |an| · n · |xn−1| 6 |an| · n · rn−1
0 = |an| · n · rn−1 · ( r0

r )n−1 = |an| · r ·
· rn · ( r0

r )n−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r0
r = q < 1 (î÷åâèäíî); òîãäà

∞∑
n=0

|φ′n(x)| 6 M ·
∞∑

n=1
n · qn−1. Ïðèìåíÿÿ ê ðÿäó

ïðèçíàê Äàëàìáåðà: lim
n→∞

(n+1
· qnn · qn−1 = q · lim

n→∞
n+1

n = q < 1 ⇒ ∑
n

φ′n(x)�ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ⇒ òðåòüå óñëîâèå âûïîëíåíî.

Ñëåäñòâèå 2.5.12 (Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïðè äèôôåðåíöèðóåìîñòè).

. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå óìåíüøàåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè, ò.ê. r0 < r < R � áûëè ïðîèçâîëüíûìè.

Ñëåäñòâèå 2.5.13 (Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäà, åãî ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà).

. Åñëè åñòü ðÿä
∞∑

n−0
an · xn è ðÿäû

∞∑
n−0

an · n · xn−1 è
∞∑

n−0
an · xn+1

n+1 , òî ó âñåõ ýòèõ ðÿäîâ � îäèíàêîâûé ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦
∞∑

n−0
an · xn, R1 � åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðèì

∞∑
n−0

an · xn+1

n+1 è åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R2, òîãäà ñî-
ãëàñíî òåîðåìàì: R2 > R1.
Åù¼ ðàññìîòðèì

∞∑
n−0

an · xn, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R2 ⇒ R2 > R1.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.



Ãëàâà 3

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

ÎÏÐ 3.1 (ìåòðèêè è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà).
Ïóñòü M �ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî; îòîáðàæåíèå ρ : M ×M → R�íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè
1. ∀x, y ∈ M : ρ(x, y) > 0;

2. ∀x, y ∈ M : ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

3. ∀x, y ∈ M : ρ(x, y) = ρ(y, x);

4. ∀x, y, z ∈ M : ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y).

Ïàðà (M,ρ)�íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðèìåð 3.1.1 (ìåòðèê).

. 1. M = R : ρ(x, y) = |x− y|;
2. M = Rn : ρ1(X,Y ) = maxi∈[1,...,n] xi − yi, ãäå X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn).

3. M = Rn : ρ2(X,Y ) =
√∑n

i=1 (xi − yi)2.

ÓÒÂ 3.2 (Ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ).
. Åñëè M �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ∀S ⊆ M, S �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

3.3 Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìåòðèêè

3.3.0.1 Ñâîéñòâî 1 (Íåðàâåíñòâî ½ëîìàííîé�)
. Ïóñòü

x1, x2, . . . , xn ∈ M,

. Òîãäà
ρ(x1, x2, . . . , xn) 6 ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + . . . + ρ(xn−1, xn).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Î÷åâèäíî èç îñíîâíîãî ñâîéñòâà 4 îïðåäåëåíèÿ 3.1.

3.3.0.2 Ñâîéñòâî 2 (Íåðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà)
. Ïóñòü

x, y, z, u ∈ M.

. Òîãäà
|ρ(x, y)− ρ(z, u)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, u).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èç ñâîéñòâà 1 ρ(x, y) 6 ρ(x, z)+ρ(z, u)+ρ(u, y) ⇒
{

ρ(x, y)− ρ(z, u) 6 ρ(x, z) + ρ(u, y);
ρ(z, u)− ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(u, y).

⇒ ρ(x, y)−ρ(z, u) >

> −(ρ(x, z) + ρ(u, y)).

30
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3.3.0.3 Ñâîéñòâî 3 (Âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)

. Ïóñòü
x, y, z ∈ M.

. Òîãäà
|ρ(x, y)− ρ(z, y)| 6 ρ(x, z).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Â ñâîéñòâå 2 ïîëîæèì u = y.

3.3.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÎÏÐ 3.3.1.1 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M �íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå φ : N ∈ M .

ÎÏÐ 3.3.1.2 (ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òî÷åê èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê a ∈ M , åñëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = ρ(xn, a) → 0, ïðè n →∞.

Ëåììà 3.3.1.3 (Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà).

. Ïóñòü
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn �èìååò ïðåäåë â M .

. Òîãäà
Ýòîò ïðåäåë � åäèíñòâåííûé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü xn
ρ→ p è xn

ρ→ q, ðàññìîòðèì ðàññòîÿíèå ρ(p, q) 6 ρ(p, xn) + ρ(xn, q), ò.ê. lim
n→∞

ρ(p, xn) = 0, òî
∃M1 ∀n > M1 : ρ(p, xn) < ε

2 ; ò.ê. lim
n→∞

ρ(q, xn) = 0, òî ∃M2 ∀n > M2 : ρ(q, xn) < ε
2 . M = max M1,M2 ⇒ ∀n >

M : ρ(p, q) 6 ρ(p, xn) + ρ(xn, q) < ε
2 + ε

2 = ε ⇒ ρ(p, q) = 0 ⇒ p = q.

ÎÏÐ 3.3.1.4 (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ⊂ M �íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ε > 0: ∃R ∀n, m > R : ρ(xn, xm) < ε.

Ëåììà 3.3.1.5 (Î ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

. Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ â M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, y) + ρ(y, xm), ãäå y = lim
n→∞

xn. Ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn � ñõîäèòñÿ, òî ∃R ∀n >

R : ρ(xn, y) < ε
2 . Åñëè n > R, m > R, òî ρ(xn, xm) < ε

2 + ε
2 = ε.

ÎÏÐ 3.3.1.6 (Ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà).

Bra = {x ∈ M ρ(x, a) < r} îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì a.

Bra = {x ∈ M ρ(x, a) 6 r} çàêðûòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì a.

Sra = {x ∈ M ρ(x, a) = r} ñôåðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì a.
B 1

n
a, n ∈ N ñòàíäàðòíàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a.

ÎÏÐ 3.3.1.7 (Îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ⊆ M � îãðàíè÷åíî, åñëè ∃K ∈ R ∀x, y ∈ S : ρ(x, y) 6 K. Â ÷àñòíîñòè K = sup

x, y∈S
ρ(x, y) =

diam(S)

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 3.3.1.8 (Íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ⊆ M �íå îãðàíè÷åíî, åñëè ∀k ∈ N : ∃x, y ∈ S ρ(x, y) > k.

ÎÏÐ 3.3.1.9 (ïðåäåëüíîé òî÷êè).
Ïóñòü S ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a ∈ M �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà S, åñëè ∀ε > 0: ∃Bε(a) Bε(a) ∩ (S r {a}) 6= ∅.

Ëåììà 3.3.1.10 (Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê).

. a�ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé S ⊆ M ⇔ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ S ∀n : xn 6= a, xn
ρ→ a.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ (⇒): Ïóñòü B 1
n
(a) ∩ (S r {a}) 6= ∅, òîãäà xn ∈ B 1

n
(a) ∩ (S r {a}). ρ(xn, a) 6 1

n ⇒ lim
n→∞

ρ(xn, a) = 0.

◦ (⇐): Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ xn, òîãäà lim
n→∞

ρ(xn, a) = 0, çíà÷èò ∀ε > 0: ∃k ∀n > k : ρ(xn, a) < ε, ò.ê.
xn ∈ Bε(a), xn 6= a, òî (S r {a}) ∩Bε(a) 6= ∅.

ÎÏÐ 3.3.1.11 (îáëàñòè).
S ⊆ M �íàçûâàþò îòêðûòûì (îáëàñòüþ), åñëè ∀a ∈ S : ∃ε > 0 Bε(a) ⊆ S.

Ñëåäñòâèå 3.3.1.12 (Br(a)� îòêðûòî).

. Br(a)� îòêðûòî

ÎÏÐ 3.3.1.13 (çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà).
S ⊆ M �íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè M r S � îòêðûòî.

ÎÏÐ 3.3.1.14 (Ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà).
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M �íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë â

M .

Ïðèìåð 3.3.1.15 (Ê îïðåäåëåíèþ).

. R ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |x− y|�ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 3.3.1.16 (Î ìåòðèêàõ â Rn).

. ∀x, y ∈ Rn : ρ1(x, y) 6 ρ2(x, y) 6
√

(n) · ρ1(x, y).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ |xk − yk|2 6
n∑

i=1

(xki − yki)2 ⇒ |xk − yk| 6
√

(
∑n

i=1 |xki − yki|2) − ∀k = 1, 2, . . . , n. ⇒ max
k=1, ..., n

|xk − yk| 6

6
√

(
∑n

i=1 |xki − yki|2).

◦
n∑

j=1

|xj − yj |2 6
n∑

i=1

max
k=1, ..., n

|xk − yk|2 = n · max
k=1, ..., n

|xk − yk|2 ⇒ ρ2(x, y) 6 √
n · ρ1(x, y).

3.3.1.17 Îáîçíà÷åíèå

. xk ∈ Rn : ~x1 = (x11, x12, . . . , x1n), ~x2 = (x21, x22, . . . , x2n), . . . ; ~x1 = (xt1, xt2, . . . , xtn); . . . ⇒ xk ∈ Rn

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ2, ò.å. ∀ε > 0: ∃δ ∀l,m > δ : ρ2(xl, xm) =√
n∑

i=1

(xli − xmi)2 < ε.

ÓÒÂ 3.3.1.18 (Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè).

. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ~xk � ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó ~x0 â Rn îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ2, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∀i : ∃ lim

l→∞
xli = x0i è íàîáîðîò: åñëè ñóùåñòâóåò lim

l→∞
xli = x0i, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xl � ñõîäèòñÿ â ìåòðè-

êå ρ2.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîëó÷àåòñÿ íåìåäëåííî èç ëåììû.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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X (⇒): Ïóñòü ~xl � ñõîäèòñÿ ê ~x0 â ρ2, òîãäà ρ1(~xl, ~x0) = max
k
|xlk − x0k| 6 ρ2(~xl, ~x0) < ε�íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà, ⇒ max
k
|xlk − x0k| < ε ⇒ |xlk − x0k| < ε� ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

X (⇐): Î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 3.3.1.19 (Ïîëíîòà Rn).

. Ïðîñòðàíñòâî Rn �ïîëíî, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ2.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè xl �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî xli, ãäå i = 1, 2, . . . , n� òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
Êîøè â R. Ò.ê. R�ïîëíî, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïðåäåë x0i −∀i = 1, 2, . . . , n. Îòñþäà ñëåäóåò, â ñèëó
ïîëíîòû (x01, x02, . . . , x0n)�ïðåäåë xl, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ1. Çíà÷èò íàøå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, à â
ñèëó íåðàâåíñòâà ýòîò ïðåäåë îòíîñèòåëüíî ρ2.

3.4 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà
ÎÏÐ 3.4.1 (êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà).

Ïóñòü M �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîäìíîæåñòâî S ïðîñòðàíñòâà M �íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè
äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ S ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ â S ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ò.å. ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò S).

Ïðèìåð 3.4.2 (Ê îïðåäåëåíèþ).

. Ìíîæåñòâî [a, b] ⊆ R�êîìïàêòíî, ò.ê. â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü è îòðåçîê � çàìêíóò.

Ëåììà 3.4.3 (Ïîëíîòà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ).

. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî S ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M �ïîëíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü xn �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â S, x0 �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, òîãäà xn → x0 â ñìûñëå ìåòðèêè ρ1,
êîòîðàÿ òàì åñòü. Ïóñòü ε > 0, òîãäà âûáåðåì p è q òàêèå, ÷òî ρ(xp, xq) < ε

2 − ∀p, q, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà. Ò.ê. xn

ρ→ x0, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ρ(xq, x0) < ε
2 (ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè) ⇒ ρ(xp, x0) 6

6 ρ(xp, xq) + ρ(xq, x0) < ε
2 + ε

2 = ε ⇒ x0 �ïðåäåë ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ⇒ S �ïîëíî.

Ñëåäñòâèå 3.4.3.1 (Çàìêíóòîñòü êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ).

. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü x0 �ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S, òîãäà øàð B 1
n
x0∩(Sr{x0}) 6= ∅; xn ∈ B 1

n
x0∩(Sr{x0}), ñòàëî

áûòü xn → x0, à ò.ê. S �êîìïàêòíîå, òî x0 ∈ S (ò.ê. ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà
èìåòü ïðåäåë â S)

Ëåììà 3.4.4 (Îãðàíè÷åííîñòü êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà).

. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî S âî ìíîæåñòâå M � îãðàíè÷åíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü S �íå îãðàíè÷åíî, òîãäà â ñèëó íå îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 ρ(x0, x1) > 1.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x2, x3, . . . , xn òàêèõ, ÷òî ρ(xn+1, xn) >
n−1∑
k=1

ρ(xk, xk+1), ýòî íåðàâåíñòâî ãà-
ðàíòèðóåò, ÷òî òî÷êè xn �ðàçëè÷íûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∀p, q, (â ñèëó äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ìåòðèêè)
ρ(xp, xq) > 1, ãäå p 6= q ⇒ ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn xi ∈ S è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íå èìååò ïðåäåëà, ò.ê. íàðóøåíî óñëîâèå Êîøè ⇒ ïðîòèâîðå÷èå ⇒ S �êîìïàêòíî.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ñëåäñòâèå 3.4.4.1 (Çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà).

. Åñëè S �êîìïàêòíî, òî îí çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî; âîîáùå ãîâîðÿ îáðàòíîå íåâåðíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ß âàì äàòü íå ìîãó, çíàíèé íå õâàòàåò.

ÎÏÐ 3.4.5 (ε-ñåòè).
Ïóñòü M �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, S ⊆ M ; B ⊆ M B �íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà S, åñëè ∀x ∈

S : ∃y ∈ B ρ(x, y) < ε, èëè ïî äðóãîìó: S ⊆ ⋃
y∈B

Bε(y).

Òåîðåìà 3.4.6 (Õàóñäîðôà î êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè).

. S ⊆ M �êîìïàêòíî ⇔ ∀ε > 0: ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü Uε (½î÷åíü âàæíûé êðèòåðèé�).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ (⇒): ïóñòü S �êîìïàêòíî, ε > 0, x1 ∈ S, òîãäà âûáåðåì ìíîæåñòâî U1 = {x ρ(x, x1) < ε}. Ïóñòü x2 x2 6∈ U1,
òîãäà âûáåðåì ìíîæåñòâî U2 = {x ρ(x, x2) < ε}. Ñòðîèì ïî èíäóêöèè: U1, U2, . . .. Åñëè ïðè êàêîì-íèáóäü
r �ìíîæåñòâî ïîêðûâàåò S, òî íóæíîå ïîêðûòèå � ε-ñåòü. Åñëè íå ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåì: x1, x2, . . . , xn−
∀p, q ρ(xp, xq) > ε, p 6= q, íî x1, x2, . . . , xn �íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè.

◦ (⇐): Ïóñòü ∀ε� ñóùåñòâóåò ε-ñåòü, x0 ∈ S, ε > 1, x1 òàêîé, ÷òî ρ(x0, x1) < 1. Âûáåðåì ε = 1
2x2 : ρ(x0, x2) <

1
2 ; . . . ; ε = 1

2k , xk ρ(x0, xk) < 1
2k . x1, x2, . . . , xk ∈ S è xn → x0 â ñìûñëå ìåòðèêè ρ.

ÎÏÐ 3.4.7 (îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ).
Ïóñòü Uα � îòêðûòîå â M (ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Uα � îòêðûòîå ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà S, åñëè S ⊆ ⋃
α∈I

Uα.

Ñëåäñòâèå 3.4.7.1 (óñëîâèå êîìïàêòíîñòè).

. S �êîìïàêòíî ⇔ äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà S �ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ S, x ∈ S, ∀ε > 0 ðàññìîòðèì Bε(x)� îòêðûòî ïî îïðåäåëåíèþ ⇒(î÷åâèäíî)⊂
⋃

x∈S

Bε(x).

Ñëåäñòâèå 3.4.7.2 (êîìïàêòíîñòü îãðàíè÷åííûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ).

. Âñÿêîå çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rn �êîìïàêòíî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, òîãäà âûáåðåì âñåâîçìîæíûå òî÷êè ñ ðàçíûìè êîîðäèíàòàìè. Ò.ê. ó íàñ ñõîäèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî êîîðäèíàòàì, òî ∀ε : ∃(x1, x2, . . . , xn) xi ∈ Q ⇒ ïðåäúÿâèì ∀ε�êîíå÷íóþ ε-ñåòü,
ò.å. ñóùåñòâóåò øàð ñ êàêèì-òî ðàäèóñîì, êîòîðûé ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî.

3.5 Íåïðåðûâíîñòü
Ïóñòü (M1, ρ1) è (M2, ρ2)�äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü f : M1 → M2.

ÎÏÐ 3.5.1 (1 íåïðåðûâíîé â ïðåäåëüíîé òî÷êå ôóíêöèè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f �íåïðåðûâíàÿ â ò. ~p0 (ïðåäåëüíàÿ òî÷êà M1), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Pn ⊂ M1 : pn 6= ~p0 è pn
ρ1→ ~p0 èìååò ìåñòî: f(pn)

ρ2→ f(~p0).

ÎÏÐ 3.5.2 (2 íåïðåðûâíîé â ïðåäåëüíîé òî÷êå ôóíêöèè).
Áóäåò ãîâîðèòü, ÷òî f �íåïðåðûâíàÿ â ~p0 (ïðåäåëüíàÿ òî÷êà M1), åñëè ∀ε > 0 − ∃δ > 0: ρ1(x, ~p0) < δ ⇒

ρ2(f(x), f(~p0)) < ε.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. . .

ÎÏÐ 3.5.3 (Ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ).
Ïóñòü φ : M

ρ→ M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ� ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, åñëè ∀x, y ∈ M : ρ(φ(x), φ(y)) 6 q ·ρ(x, y),
ãäå q < 1.

Ëåììà 3.5.4 (Íåïðåðûâíîñòü ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ).

. Âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå � íåïðåðûâíî

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ÓÏÐ.

Òåîðåìà 3.5.5 (Î íåïîäâèæíîé òî÷êå).

. Ïóñòü
M �ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë); f : M → M è f �
ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå.

. Òîãäà
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f (ò.å. ∃x : f(x) = x).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åäèíñòâåííîñòü: ïóñòü x1 è x2 ∈ R�äâå ðàçíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, òîãäà x1 = f(x1) è x2 = f(x2).
Ðàññìîòðèì ρ(x1, x2) = ρ(f(x1), f(x2)) 6 q · ρ(x1, x2) ⇒ (1 − q) · ρ(x1, x2) 6 0, íî ò.ê. 0 6 q < 1 ⇒ 0 6
6 ρ(x1, x2) 6 0 ⇒ ρ(x1, x2) = 0 ⇒ x1 = x2 èç ñâîéñòâ ìåòðèêè.

◦ Êîíñòðóêöèÿ: ïóñòü x1 ∈ M �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn, . . . ïî ñëå-
äóþùåìó ïðàâèëó: x2 = f(x1), x3 = f(x2), . . . , xm = f(xm), . . . . Ïóñòü ` = ρ(x1, x2), à q < 1�ïîêàçàòåëü
ñæàòèÿ, ðàññìîòðèì

ρ(xn, xn+1) = ρ(f(xn−1), f(xn)) 6 q · ρ(xn−1, xn) = q · ρ(f(xn−2), f(xn−1)) 6 q2 · ρ(xn−2, xn1) 6 . . .

6 gn−1 · ρ(x1, x2) = qn−1 · `.

ρ(xn, xn+k) 6 (èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìåòðèêè) 6 ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . . + ρ(xn+k−1, xn+k) 6
6 qn−1 ·`+gn ·`+. . .+qn+k−2 ·` = qn−1 ·`·(1+q+. . .+qk−1) = qn−1 ·`· 1−qk

1−q 6 `· qn−1

1−q ⇒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, ò.ê. ∀ε : ∃k ∀n,m > k : ρ(xn, xm) < ε.

Ñ÷èòàåì n > m, ρ(xn, xm) 6 ` · qn−1

1−q , íî ò.ê. lim
n→∞

` · qn−1

1−q = 0, ò.ê. 0 < q < 1 ⇒ ∃k : ∀n > k : ` · qn−1

1−q < ε ⇒
âåðíî.
Ò.ê. x1, x2, . . . , xn �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, à ïðîñòðàíñòâî M �ïîëíî, òî ∃x0 ∈ M xn → x0. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî xn+1 = f(xn) ⇒ xn+1

ρ→ x0, à f(xn)
ρ→ f(x0), ò.ê. f �íåïðåðûâíàÿ â ñèëó ëåììû î íåïðåðûâíîñòè

ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ 3.5.4 íà ñòð. 35 ⇒ x0 = f(x0) ⇒ x0 �íåïîäâèæíà.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 4.1 (íîðìû).

∀n : Rn =

n︷ ︸︸ ︷
R× R× . . .× R, ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~o = (0, 0, . . . , 0), ~x+ ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), λ ·~x = (λ ·

· x1, λ · x2, . . . , λ · xn).
Íîðìà

‖~x‖n =

√√√√
n∑

i=1

x2
i ,

ãäå n� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~ei = (

i-îå ìåñòî︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)� áàçèñíûé âåêòîð ⇒ ∀~x : ~x = x1 ·

· ~e1 + x2 · ~e2 + . . . + xn · ~en.

4.2 Ñâîéñòâà íîðìû:

. ◦ ∀~x ∈ Rn : ‖~x‖n > 0, ïðè÷¼ì ‖x‖n = 0 ⇔ ~x = ~o (î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ);
◦ ‖λ · ~x‖n = |λ| · ‖~x‖n � îäíîðîäíîñòü íîðìû, ãäå λ ∈ R (î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ);
◦ ‖~x + ~y‖n 6 ‖~x‖n + ‖~y‖n � ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî1, ïðè p = 2.

4.3 Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

. Îáîçíà÷èì (~x, ~y) =
n∑

i=1

xi · yi � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

1. (~x, ~y) = (~y, ~x)� ñèììåòðè÷íîñòü;
2. (λ · ~x + µ · ~z, ~y) = λ · (~x, ~y) + µ · (~z, ~y)� áèëèíåéíîñòü;
3. |(~x, ~y)| 6 ‖~x‖n · ‖~y‖n � ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî1.

ÎÏÐ 4.4 (Ìåòðèêà ïî ôîðìóëå, å¼ íåïðåðûâíîñòü).
Â Rn ñ çàäàííîé íîðìîé ‖ ‖n �ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó ïî ôîðìóëå:

ρ(~x, ~y) = ‖~x− ~y‖n =

√√√√
n∑

i=1

|xi − yi|2.

Ïóñòü f : Rn → Rm, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃~y ∈ Rm ~y = f(~x), ~x ∈ Rn. Åñëè ~x = (x1, x2, . . . , xn), à ~y =
(y1, y2, . . . , ym), òî yi = Fi(x1, x2, . . . , xn), ãäå Fi � êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
F : Rn → Rm � íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, åñëè îíî � íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Rn,
‖ ‖n} â {Rm, ‖ ‖m}.

1Ãëàñèò î òîì, ÷òî ïðè p > 1 âûïîëíÿåòñÿ:
�

nP
i=1

|xi + yi|p
�1/p

6
�

nP
i=1

|xi|p
�1/p

+

�
nP

i=1
|yi|p

�1/p

1Ãëàñèò î òîì, ÷òî ∀~x, ~y :

����
nP

i=1
xi · yi

���� 6
s

nP
i=1

|xi|2 ·
s

nP
i=1

|yi|2.

36
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4.5 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
ÎÏÐ 4.5.1 (ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ).

Ïóñòü F : Rn → Rm, F �íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• F (~o) = ~o;

• F (~x + ~y) = F (~x) + F (~y)− ∀~x, ~y ∈ Rn;

• F (λ · ~x) = λ · F (~x)− ∀λ ∈ R è ∀~x ∈ Rn.

Ïðèìåð 4.5.1.1 (ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ).

. Ïóñòü F : Rn → Rm è G : Rm → R`, F è G�ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, òîãäà G ◦ F = G(F )� òàê æå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 4.5.2 (Îá ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ).

. Ïóñòü F : Rn → Rm �ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðà ~a1, ~a2, . . . , ~an ∈ Rm F (~x) = x1 ·~a1 +x2 ·
· ~a2 + . . . + xn · ~an, ïðè÷¼ì ~ai = F (~ei), ~ei ∈ Rn. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñîñòàâèòü òàáëèöó âèäà

(~a1, ~a2, . . . , ~an) = {aij} =




a11 . . . a1n

... . . . ...
am1 . . . amn


 ,

òî ýòî �ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

ÎÏÐ 4.5.3 (Îïðåäåëåíèå íîðìû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ).
Ïóñòü F : Rn → Rm è F �ëèíåéíîå; îïðåäåëèì ‖F‖� íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖F‖ = sup
~x∈Rn

‖~x‖n=1

‖F (~x)‖m.

Òåîðåìà 4.5.4 (Íåðàâåíñòâî íîðì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé).

. ∀~x ∈ Rn �èìååò ìåñòî: ‖F (~x)‖m 6 ‖F‖ · ‖~x‖n.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè ~x = ~o, òî î÷åâèäíî; ïóñòü ~x 6= ~o, òîãäà ðàññìîòðèì ~y =
~x

‖~x‖n
6= 0. Î÷åâèäíî èç ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè

íîðìû 4.2 íà ñòð. 36: ‖~y‖n = 1 (èç îäíîðîäíîñòè), òîãäà

‖F‖ > (èç ñâîéñòâ sup)‖F (~y)‖m =
∥∥∥∥F

(
~x

‖~x‖n

)∥∥∥∥
m

=
∥∥∥∥F (~x) · 1

‖~x‖n

∥∥∥∥
m

=
1

‖~x‖n
· ‖F (~x)‖m ⇒ ‖F‖ · ‖~x|n > ‖F (~x)‖m.

Ñëåäñòâèå 4.5.4.1 (Ñâÿçü íîðìû îòîáðàæåíèÿ è ñæèìàåìîñòè).

. Ïóñòü
f : Rn → Rm, ‖F‖ = q < 1.

. Òîãäà
Îòîáðàæåíèå F � ñæèìàåìîå.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ρ(F (~x1), F (~x2)) = ‖F (~x1) − F (~x2)‖m =(ëèíåéíîñòü) ‖F (~x1 − ~x2)‖m 6 ‖F‖ · ‖~x1 − ~x2‖n = q · ‖~x1 − ~x2‖n = q ·
· ρ(~x1, ~x2).

Òåîðåìà 4.5.5 (Îá îöåíêå íîðìû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ).

. ‖F (~x)‖m 6 M · ‖~x‖n, ãäå M =
√∑

i,j

|aij |2 =

√
n∑

i=1

‖~ai‖2m ⇒ ‖F‖ 6 M.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ðàññìîòðèì:

‖F (~x)‖m =(òåîðåìà îá ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ 4.5.2 íà ñòð. 37) ‖x1 · ~a1 + x2 · ~a2 + . . . + xn · ~an‖m 6
6 ‖x1‖m · ‖~a1‖m + ‖x2‖m · ‖~a2‖m + . . . + ‖xn‖m · ‖~an‖m 6

6 (â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)

√√√√
n∑

i=1

|xi|2 ·
√√√√

n∑

i=1

‖~ai‖2m
def
=

= ‖~x‖n ·
√√√√

n∑

i=1

‖~ai‖2m = ‖~x‖n ·

√√√√√
n∑

i=1




m∑

j=1

|aij |2

 = ‖~x‖n ·M.

Òåîðåìà 4.5.6 (Íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ).

. Âñÿêîå ëèíåéíî îòîáðàæåíèå F èç Rn → Rm �íåïðåðûâíîå â ëþáîé òî÷êå (∀~x ∈ Rn).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
ρ→ ~x0, òîãäà ρ(F (xn), F (~x0)) = ‖F (xn)−F (~x0)‖m =(ëèíåéíîñòü) ‖F (xn−~x0)‖m 6

6 (Òåîðåìà 4.5.4 íà ñòð. 37)‖F‖ · ‖~xn − ~x0‖n = ‖F‖ · ρ(xn, ~x0) < δ ⇒(Îïðåäåëåíèå 3.5.1 è 3.5.2 íà ñòð. 34) F (xn)
ρ→

F (~x0)− ∀~x0.

4.6 Àôèííûå îòîáðàæåíèÿ
ÎÏÐ 4.6.1 (àôèííîãî îòîáðàæåíèÿ).

Ïóñòü F : Rn → Rm �ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è ~b ∈ Rm, òîãäà îòîáðàæåíèå h(~x) = F (~x) + ~b�íàçûâàåòñÿ
àôèííûì. F �íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, àññîöèàòèâíûì ñ àôèííûì.

Ñëåäñòâèå 4.6.2 (Íåïðåðûâíîñòü àôèííîãî îòîáðàæåíèÿ).

. Âñÿêîå àôèííîå îòîáðàæåíèå � íåïðåðûâíî (èç Òåîðåìû 4.5.6 íà ñòð. 38).

Ñëåäñòâèå 4.6.3 (Óñëîâèå ñæèìàåìîñòè àôèííîãî îòîáðàæåíèÿ).

. Åñëè ‖F‖ < 1, òî àôèííîå îòîáðàæåíèå � ñæèìàþùåå ∀~b ∈ Rm(èç Ñëåäñòâèÿ 4.5.4.1 íà ñòð. 37)

4.7 ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ÎÏÐ 4.7.1 (ïàðàìåòðèçîâàííîé è äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé).

Ïóñòü F : (a, b) → Rn, òîãäà ∀t ∈ (a, b)� îïðåäåë¼í âåêòîð ~f(t) = (f1(t), f2(t), . . . , fn(t))� ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðèâàÿ â Rn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ íåïðåðûâíà, åñëè ∀i : fi(t)�íåïðåðûâíà. ~f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ,
åñëè ∀i : fi(t)� äèôôåðåíöèðóåìà.

ÎÏÐ 4.7.2 (Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé â òî÷êå).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ~f � äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 ∈ (a, b), åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð

~α ∈ Rn lim
t→t0

∥∥∥∥
fi(t)− fi(t0)

t− t0
− αi

∥∥∥∥
n

= 0,

â ýòîì ñëó÷àå ~α�íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì. Åñëè ~α ñóùåñòâóåò, òî ~α =
d~f

dt
(t0) èëè f ′t(t0).

Ñëåäñòâèå 4.7.3 (Óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå).

. Ïóñòü F : (a, b) → Rn, M ⊆ (a, b), òîãäà ~f(t)�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~t0 ⇔ ∀i : ∃ lim
t→t0

fi(t)− fi(t0)
t− t0

= αi ∈ R,

ïðè÷¼ì (α1, α2, . . . , αn)� ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðà ~α èç ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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4.7.4 Ñîãëàøåíèå

. Ïóñòü
~f(t)− ~f(t0)

t− t0
=

(
f1(t)− f1(t0)

t− t0
,

f2(t)− f2(t0)
t− t0

, . . . ,
fn(t)− fn(t0)

t− t0

)
=

=
1

t− t0
· (f1(t)− f1(t0), f2(t)− f2(t0), . . . , fn(t)− fn(t0)) .

Òåîðåìà 4.7.5 (Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð).

. Ïóñòü
L : Rn → Rm è L�ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå; F : (a, b) → Rn, t0 ∈ (a, b) è ~f �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0.

. Òîãäà
Ôóíêöèÿ ~g : (a, b) → Rm, ãäå ~g(t) = L ◦ ~f(t)�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, ïðè÷¼ì ~g′(t0) = L(~f ′(t0)).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì

~g(t)− ~g(t0)
t− t0

=
L(~f(t))− L(~f(t0))

t− t0
=(ëèíåéíîñòü)

L(~f(t)− ~f(t0))
t− t0

=(îäíîðîäíîñòü) L

(
~f(t)− ~f(t0)

t− t0

)
,

íî
lim
t→t0

L

(
~f(t)− ~f(t0)

t− t0

)
=(â ñìûñëå ìåòðèêè) L

(
lim
t→t0

~f(t)− ~f(t0)
t− t0

)
= L(~f ′(t0)) ≡ g′(t0).

Òåîðåìà 4.7.6 (Àíàëîã òåîðåì î ñðåäíåì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé).

. Ïóñòü
F : (a, b) → Rn �äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è íåïðåðûâíà íà [a, b]; ∃M ∀t ∈ [a, b] : ‖~f ′(t)‖n < M, ãäå ‖~f ′(t)‖n =

=

√
n∑

i=1

dfi

dt
2(t).

. Òîãäà

(F)
∥∥∥~f(b)− ~f(a)

∥∥∥
n

6 M · |b− a|.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè ~f(b) = ~f(a) èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ‖~f(b) − ~f(a)‖n = 0, òî (F) � î÷åâèäíà, ïóñòü ‖~f(b) − ~f(a)‖n 6= 0,

òîãäà ðàññìîòðèì âåêòîð ~u =
~f(b)− ~f(a)

‖~f(b)− ~f(a)‖n

: î÷åâèäíî, ÷òî ‖~u‖n = 1.

◦ Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå L(~x) = (~u, ~x)� â ñèëó ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4.3 íà ñòð. 36: L(~x)�
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn → R, L(~x) =

n∑
i=0

ui · xi.

◦ Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(t) = (L◦ ~f)(t), φ : (a, b) → R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.7.5 íà ñòð. 39: φ�äèôôåðåíöèðó-
åìà íà (a, b), (~u, ~f(t))′ = (~u, ~f ′(t)), ò.å. φ′(t) = L(~f ′(t)); à ñîãëàñíî Òåîðåìå 4.5.6 íà ñòð. 38 � íåïðåðûâíà íà
(a, b). Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà: φ(b)−φ(a) = (b− a) ·φ′(t0), ãäå t0 ∈ (a, b) ⇒ (¨) |φ(b)−φ(a)| = |b− a| ·
· |φ′(t0)|.

◦ Ðàññìîòðèì

|φ(b)− φ(a)| =
∣∣∣
(
~u, ~f(b)

)
−

(
~u, ~f(a)

)∣∣∣ =(Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4.3 íà ñòð. 36 ïóíêò 2)
∣∣∣
(
~u, ~f(b)− ~f(a)

)∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

(
~f(b)− ~f(a)

‖~f(b)− ~f(a)‖n

, ~f(b)− ~f(a)

)∣∣∣∣∣ =
1

‖~f(b)− ~f(a)‖n

·
∣∣∣
(

~f(b)− ~f(a), ~f(b)− ~f(a)
)∣∣∣ =

∥∥∥~f(b)− ~f(a)
∥∥∥

n
.

◦ Ðàññìîòðèì

|φ′(t0)| =
∣∣∣∣
(
~u, ~f(t0)

)′∣∣∣∣ =
∣∣∣
(
~u, ~f ′(t0)

)∣∣∣ 6 (Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî 4.3 íà ñòð. 36)‖~u‖n · ‖~f ′(t0)‖n = ‖~f ′(t0)‖n 6 M ⇒

⇒(èç (�) )

∥∥∥~f(b)− ~f(a)
∥∥∥

n
6 M · |b− a|.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ñëåäñòâèå 4.7.7 (Íåðàâåíñòâî).

. Ïóñòü

F : [a, b] → Rn, ~f �íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b); âåêòîð ~̀ ∈ Rn ‖~f ′(t) − ~̀‖n 6 ε ε >
> 0− ∀t ∈ (a, b).

. Òîãäà
∥∥∥∥∥

~f(b)− ~f(a)
b− a

− ~̀

∥∥∥∥∥
n

6 ε.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ~g(t) = ~f(t) − t · ~̀, òîãäà ‖~g′(t)‖n = ‖~f ′(t) − ~̀‖n 6 ε ⇒(Òåîðåìà 4.7.6 íà ñòð. 39) ‖~g(b) −

− ~g(a)‖n 6 ε · |b− a| ⇒
∥∥∥∥∥

~f(b)− ~f(a)
b− a

− ~̀ · b− a

b− a

∥∥∥∥∥
n

6 ε.

4.7.8 Êîíñòðóêöèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

. Ïóñòü ~f : Rn → Rm, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn è ~f � îïðåäåëåíà íà U ; x0 ∈ U ; òîãäà ñóùåñòâóåò øàð
Bε(x0) ⊂ U ò.ê. U � îòêðûòî.

. Çàôèêñèðóåì i èç 1, 2, . . . , n è ðàññìîòðèì èíòåðâàë J = (x0i − ε, x0i + ε) ⊆ R : îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~φi(t) : J →
→ Rm ïî ôîðìóëå: ~φi(t) = ~f(x01, x02, . . . , x0i−1, t, x0i+1, . . . , x0n).

. Ââåä¼ì âåêòîð ~x(t) = ~x0 + t · ~ei − x0i · ~ei, ò.å. φi(t) = ~f(~x(t)).

ÎÏÐ 4.7.9 (i-àÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ).
Åñëè ôóíêöèÿ ~φi(t)� äèôôåðåíöèðóåìà ïðè t = x0i, òî ãîâîðÿò, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ ~f � ñóùåñòâóåò i-àÿ ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ. Îáîçíà÷àåòñÿ:
dφi

dt
(x0i) =

∂φi

∂xi
(x0) = ∂i

~f(~x0).

Ñëåäñòâèå 4.7.10 (Òîæäåñòâà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé).

. Ðàññìîòðèì
∂ ~f

∂xi
(x0) = lim

t→x0i

φi(t)− φi(x0i)
t− x0i

= lim
t→x0i

~f(~x0 + (t− x0i) · ~ei)− ~f(x0i)
t− x0i

.

Ïðèìåð 4.7.10.1 (âçÿòèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé).

. Ïóñòü ~f : R3 → R2; f1(x, y, z) = x · y + y · z; f2(x, y, z) = x2 + y · z; è ~x0 = (1,−1,−2), òîãäà

∂ ~f

∂y
=

(
∂f1

∂y
,
∂f2

∂y

)T

, ãäå φ′2(t + 1) =
(

1 · (t + 1) + (t + 1) · (−2)
12 + (t + 1) · (−2)

)′
=

(−1
−2

)
,

âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0 �
(

x + z
z

)
.

Ñëåäñòâèå 4.7.11 (Óñëîâèÿ ½èìåíèÿ� ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé).

. f : Rn → Rm �èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂f

∂xi
(x0) ⇔ ∃ dfj

dxi
− ∀j = 1, 2, . . . , n� ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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4.8 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
ÎÏÐ 4.8.1 (äèôôåðåíöèðóåìîñòè).

Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, f : U → Rm, ~x0 ∈ U. Îòîáðàæåíèå f �íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì
â òî÷êå ~x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ~L : Rn → Rm, ÷òî f(~x) = f(~x0)+~L(~x−~x0)+α(~x)·‖~x−~x0‖n,

ãäå α(~x)� ýòî îòîáðàæåíèå èç U â Rm α(x)
ρm→ ~o ∈ Rm, ïðè ~x

ρn→ ~x0. (ò.å. ‖α(~x)‖m → 0, ïðè ‖~x− ~x0‖n → 0).
Â ñëó÷àå, åñëè ~f � äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~x0, òî L1�íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ ~f â òî÷êå

~x0 è îáîçíà÷àåòñÿ L = Dx0f, ãäå Dx0f�ìàòðèöà "ßêîáè" n×m.

4.8.2 Êîíñòðóêöèÿ

. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå; ~x0 ∈ U, ~x ∈ Rn. Ñîñòàâèì îòîáðàæåíèå φ(t) = ~x0 + t ·~x, φ : R1 → Rn ⇒ ∃δ0 Bδ0(x0) ⊂
⊂ U. Ïóñòü ~x 6= ~o, òîãäà ââåä¼ì η0 =

δ0

‖x‖, ÷òîáû ∀t |t| < η0 èìåëî ìåñòî: ‖(~x0+t·~x)−~x0‖n = ‖t·~x‖n = |t|·‖~x‖n < δ0.

Òåîðåìà 4.8.3 (Äèôôåðåíöèàë).

. Ïóñòü
U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, f : U → Rm, ~x0 ∈ U è f �äèôôåðåíöèðóåìîå â ~x0 îòîáðàæåíèå.

. Òîãäà

∀~x ∈ Rn : ∃ lim
t→0+0

f(~x0 + t · ~x)− f(~x0)
t

= (D~x0f) (~x) =
(
D−→x0f

) · ~x− ∀~x.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ⇒ f(~x) = f(~x0) +
(
D−→x0f

) · (~x − ~x0) + α(~x) · ‖~x − ~x0‖n − ∀~x ∈ U è
∃η0 ∀t |t| < η0 : ~x0 + t · ~x ∈ U. Òîãäà

f(~x0 + t · ~x) = f(~x0) +
(
D−→x0f

) · (t · ~x) + α(~x0 + t · ~x) · ‖t · ~x‖n ⇒
⇒ f(~x0 + t · ~x)− f(~x0) =

(
D−→x0f

) · (t · ~x) + α(~x0 + t · ~x) · |t| · ‖~x‖n ⇒

⇒ f(~x0 + t · ~x)− f(~x0)
t

=
(
D−→x0f

) · ~x + α(~x0 + t · ~x) · |t|
t
· ‖~x‖n ⇒

⇒ lim
t→0+0

f(~x0 + t · ~x)− f(~x0)
t

=
(
D−→x0f

) · ~x + lim
t→0+0

α(~x0 + t · ~x) · ‖x‖n · |t|
t

.

Íî (~x0 + t · ~x → ~x0, ïðè t → 0) ⇒(Îïðåäåëåíèå 4.8.1) lim
t→0

α(~x0 + t · ~x) = 0, à ïî Êîíñòðóêöèè 4.8.2 ⇒ ‖(~x0 + t ·
· ~x)− ~x0‖n = |t| · ‖x‖n < δ0.

Ñëåäñòâèå 4.8.3.1 (Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).

. Ïóñòü ~x = ~ei, òîãäà lim
t→0+0

f(~x0 + t · ~xi)− f(~x0)
t

=
∂f

∂xi
(x0)�èç Ñëåäñòâèÿ 4.7.10 íà ñòð. 40.

. Åñëè îòîáðàæåíèå f : U → Rn, ãäå U � îòêðûòîå â Rn �äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x0, òî òîãäà ñóùåñòâóþò âñå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
(x0) è îáðàòíîå � íåâåðíî.

Ñëåäñòâèå 4.8.3.2 (Ôîðìóëû äèôôåðåíöèàëà).

. Âûïîëíåíî:

(
D−→x0f

) · ~x =
n∑

i=1

(
xi · ∂f

∂xi
(~x0)

)T

;

(
D−→x0f

)
=

(
∂f

∂x1
(~x0),

∂f

∂x2
(~x0), . . . ,

∂f

∂xn
(~x0)

)
;

(
D−→x0f

)
=

{
∂fj

∂xi
(~x0)

}
, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m.

ÎÏÐ 4.8.4 (ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ).
Âûðàæåíèå

(
D−→x0f

) · ~x, ïðè ‖~x‖ = 1�íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ~x.
1Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìàòðèöû áóäóò âûäåëÿòüñÿ ìàøèííûì øðèôòîì.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 4.8.5 (ãðàäèåíòà).
Åñëè f : Rn → R, òî

(
D−→x0f

)
=

(
∂f
∂x1

(x0), ∂f
∂x2

(x0), . . . , ∂f
∂xn

(x0)
)
� ãðàäèåíò: ∇f(~x0).

Ïðèìåð 4.8.6 (íåïðåðûâíîé, ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è íå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè).
. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé:

f(x, y) =

{
2·xy√
x2+y2

, x2 + y2 > 0;

0, x2 + y2 = 0.
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äîêàæåì, ÷òî f(x, y)�íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå (0, 0): èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè�åñëè ~w = (x, y), ‖~w‖2 → 0,
òî ‖f(~w)‖1 = |f(~w)| → 0.

‖~w‖2 → 0 ⇔
√

x2 + y2 → 0, íî |x| 6
√

x2 + y2 è |y| 6
√

x2 + y2; òîãäà
∣∣∣∣∣

2 · xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ =
2 · |x| · |y|√

x2 + y2
6 2 ·

√
x2 + y2 ·

√
x2 + y2

√
x2 + y2

6 2 ·
√

x2 + y2 ⇒

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
◦ Ïîñ÷èòàåì

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= lim
t→0

0− 0
t

= 0; àíàëîãè÷íî ∂f

∂y
= lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 ⇒

ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä (0, 0).
◦ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f �äèôôåðåíöèðóåìà: ïóñòü (x0, y0) = (0, 0), òîãäà

lim
t→0

f(x0 + t · x1, y0 + t · y1)− f(x0, y0)
t

=
(
D−→x0f

) ·
(
x1
y1

)
= (0, 0) ·

(
x1
y1

)
= 0.

Ïóñòü (x0, y0) = (0, 0); (x1, y1) = (1, 1), òîãäà

lim
t→0

2 · (x0 + t · x1) · (y0 + t · y1)√
(x0 + t · x1)2 + (y0 + t · y1)2

− f(x0, y0)

t
= lim

t→0

(
2 · t2√
2 · t− 0

)

t
= lim

t→0

√
2 =

√
2 ⇒

⇒ ôóíêöèÿ â ~0�íå äèôôåðåíöèðóåìà èç Îïðåäåëåíèÿ 4.8.1 íà ñòð. 41.

ÎÏÐ 4.8.7 (Ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà èëè n-èíòåðâàëà).
Ïóñòü U ⊆ Rn è U = (α1, β1)× (α2, β2)× . . .× (αn, βn) (îáîçíà÷èì)= In �íàçûâàåòñÿ n-èíòåðâàëîì (èëè ýëåìåíòàð-

íûì ïàðàëëåëåïèïåäîì).
Ëåììà 4.8.8 (Ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà).

. Ïóñòü

U = In; f(U) → Rm, ïðè÷¼ì f �íåïðåðûâíà íà U è ∃M ‖ ∂f

∂xi
(~x)‖m 6 M − ∀~x ∈ U, ∀i = 1, 2, . . . , n.

. Òîãäà
∀~x1, ~x2 ∈ U : ‖f(~x1)− f(~x2)‖m 6 M · √n · ‖~x2 − ~x1‖n.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîñòðîèì ~y0, ~y1, . . . , ~yn ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: ~y0 = (x11; x21, . . . , xn1); ~y1 = (x12; x21, . . . , xn1); ~y2 =
= (x12, x22; x31, . . . , xn1); . . . ; ~yn = (x12, x22, . . . , xn2); òîãäà ~y0, ~y1, . . . , ~yn ∈ U,

◦ Ïóñòü φi~z(t) = f(z1, z2, . . . , zi−1, t, zi+1, . . . , zn), ò.å. φi~z(t) : R → Rm; çàìåòèì, ÷òî φi~z(t)�äèôôåðåíöè-
ðóåìà, ò.ê. f îáëàäàåò âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è |φi~xi

(t)| def
=

∣∣∣ ∂f
∂xi

(x)
∣∣∣ .

◦ Ðàññìîòðèì |f(~yi) − f(~yi−1)| = |φi~yi
(xi2) − φi~yi−1(xi1)| 6 (íåðàâåíñòâî Ëàãðàíæà, ãäå t2 ∈ (xi1, xi2))|φ′i(t2)| · |xi2 −

− xi1| 6 M · |xi2 − xi1|. Òîãäà
‖f(~x2)− f(~x1)‖m = ‖f(~yn)− f(~yn−1) + f(~yn−1)− f(~yn−2) + . . .− f(~y0)‖m 6
6 ‖f(~yn)− f(~yn−1)‖m + ‖~f(yn−1)− f(~yn−2)‖m + . . . + ‖f(~y1)− f(~y0)‖m 6

6 M · (|xn 2 − xn 1|+ |xn−1 2 − xn−1 1|+ . . . + |x1 2 − x1 1|) 6
6 (èç íåðàâåíñòâà ïðîìåòðèêè)M · √n · ‖x2 − x1‖n.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÓÒÂ 4.8.9 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå).

. Ïóñòü

U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, f : U → Rm, ~x0 ∈ U ; f �íåïðåðûâíà â U è ∀i = 1, 2, . . . , n : ∃ ∂f

∂xi
(~x0), ïðè÷¼ì

∂f

∂xi
(~x)�íåïðåðûâíà â òî÷êå ~x0 − ∀i.

. Òîãäà
f �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~x0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå g(~x) = f(~x) − f(~x0) −
n∑

i=1

∂f
∂xi

(~x0) · (xi − xi0). Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ α(~x) =

g(~x)
‖~x− ~x0‖n

→ 0, ïðè ‖~x − ~x0‖n → 0, òîãäà âñ¼ äîêàæåì: f(~x) = f(~x0) +
n∑

i=1

∂f
∂xi

(~x0) · (xi − xi0) + α(~x) · ‖~x −
− ~x0‖, α(~x) −−−→

x→0
0.

◦ ~g(~x0) = 0; ~g(~x)�íåïðåðûâíà, ò.ê. íåïðåðûâíà f(~x) :

∂g

∂xi
(~x) =

∂f

∂xi
(~x)− ∂f

∂xi
(~x0) ⇒

∂g

∂xi
(~x0)�íåïðåðûâíà è ∂g

∂xi
(~x0) = 0− ∀i.

◦ Ïóñòü ε > 0, òîãäà âûáåðåì δ > 0 ‖~x − ~x0‖ < δ − ∀~x ∈ U :

∥∥∥∥∥
∂g

∂xi
(~x)

∥∥∥∥∥ 6
ε√
n
�èç íåïðåðûâíîñòè. Î÷åâèäíî,

÷òî âî âñÿêîì øàðå Bε(~x0)� ñóùåñòâóåò n-ìåðíûé èíòåðâàë In = (α1, β1)×(α2, β2)× . . .×(αn, βn) ∈ Bε(~x0);
ïóñòü x ∈ In ∈ Bε(~x0), òîãäà ‖~g(~x)‖m = ‖~g(~x)− ~g(~x0)‖m 6 (ëåììà)

√
n · ε√

n
· ‖~x− ~x0‖n 6 ε · ‖~x− ~x0‖n;

‖α(~x)‖m =
‖~g(~x)‖m

‖~x− ~x0‖n
6 ε · ‖~x− ~x0‖n

‖~x− ~x0‖n
= ε ⇒

‖α(~x)‖m → 0, ïðè ‖~x− ~x0‖n → 0.

Òåîðåìà 4.8.10 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé).

. Ïóñòü
U � îòêðûòî â Rn, V � îòêðûòî â Rm, f : U → V ; g : V → R`, f �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~x0 ∈ U, ~y0 =
~f(~x0) ∈ V è g �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~y0.

. Òîãäà
Îòîáðàæåíèå h = g ◦ f : U → R` �äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå ~x0 ∈ U, ïðè÷¼ì

(
D−→x0h

)
=

(
D−→y0g

) · (
D−→x0f

)
ò.å.(

D−→x0h
)

=
(
Df(−→x0 )g

) · (D−→x0f
)
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ f(~x) = f(~x0) + L(~x − ~x0) + α(~x) · ‖~x − ~x0‖n, ãäå α(~x) −−−−−−−−→
‖~x−~x0‖n→0

0�óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè f . À
óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè g â òî÷êå ~y0: g(~y) = g(~y0) + K(~y − ~y0) + β(~y) · ‖~y − ~y0‖m, ãäå β(~y) → 0, ïðè
‖~y − ~y0‖m → 0, à K =

(
D−→y0g

)
.

◦ Ðàññìîòðèì

h(~x) = ~g(f(~x)) = h(~x0) + K(f(~x)− f(~x0)) + β(f(~x)) · ‖f(~x)− f(~x0)‖m =
h(~x0) + K(L(~x− ~x0) + α(~x) · ‖~x− ~x0‖n) + β(f(~x)) · ‖L(~x− ~x0) + α(~x) · ‖~x− ~x0‖n‖m =

h(~x0) + (K · L) · (~x− ~x0) + (K · α(~x) · ‖~x− ~x0‖n + β(f(~x)) · ‖L · (~x− ~x0) + α(~x) · ‖~x− ~x0‖n‖m) .

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ðàññìîòðèì

γ(~x) =
K · α(~x) · ‖~x− ~x0‖n + β(f(~x)) · ‖L · (~x− ~x0) + α(~x) · ‖~x− ~x0‖n‖m

‖~x− ~x0‖n
:

‖γ(~x)‖` =
∥∥∥∥K · α(~x) + β(f(~x)) ·

(∥∥∥∥L ·
~x− ~x0

‖~x− ~x0‖n
+ α(~x)

∥∥∥∥
m

)∥∥∥∥
`

6

6 (Ñâîéñòâà íîðìû 4.2 íà ñòð. 36 ïóíêò 3) ‖K · α(~x)‖` +
∥∥∥∥β(f(~x)) ·

(∥∥∥∥L ·
~x− ~x0

‖~x− ~x0‖n
+ α(~x)

∥∥∥∥
m

)∥∥∥∥
`

6

6 ‖K‖` · ‖α(~x)‖` + ‖β(f(~x))‖` ·
(∥∥∥∥

∥∥∥∥L ·
~x− ~x0

‖~x− ~x0‖n
+ α(~x)

∥∥∥∥
m

∥∥∥∥
`

)
6

6 ‖K‖` · ‖α(~x)‖` + ‖β(f(~x))‖` · (‖L‖m + ‖α(~x)‖m)

Ïðè ‖~x− ~x0‖n → 0, ‖α(~x)‖m → 0, ‖K‖` · ‖α(~x)‖` → 0, ‖β(f(~x))‖` → 0,�êàê ñóïåðïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé. ‖g(~x)‖` → 0, ïðè ‖~x− ~x0‖n → 0.

Ñëåäñòâèå 4.8.10.1 (Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå).

. Ïóñòü
F �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~x0, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ~G : (G ◦ F )(~x) = ~x.

. Òîãäà

G(~x)� îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê F , G(~y) = F−1(~y), ãäå
(
DF(−→x0 )G

)
=

(
D−→x0F

)−1.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ (G ◦ F )(~x) = ~x ⇒ (
DF(−→x )G

) · (D−→x F) = E⇒ (
DF(−→x )(F−1)

)
= (D−→x F)

−1
.

Òåîðåìà 4.8.11 (Îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè).

. Ïóñòü
f : U → Rn, ãäå U � îòêðûòî â Rn; ~x0 ∈ U ; ∂f

∂xi
�íåïðåðûâíà â òî÷êå ~x0; f �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~x0 è

det
(
D−→
~x0
f
)
6= 0; ~y0 = f(~x0);

. Òîãäà
Ñóùåñòâóåò îòêðûòûå øàðû Br(~x0) è Bρ(~y0) ∀~y ∈ Bρ(~y0) : ∃!~x ∈ Br(~x0) f(~x) = ~y, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå f−1 : Bρ(~y0) → Br(~x0), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê f , ïðè÷¼ì f−1 �íåïðåðûâíà â òî÷êå ~y0 è
f−1 �äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~y0 è

(
D−→
~y0

(f−1)
)

=
(
D−→
~x0
f
)−1

. Êîììåíòàðèé (ýëåìåíòàðíûé ñëó÷àé):
~x1 − φ1(~x1, ~x2, . . . , ~xn) = ~y1; ~x2 − φ2(~x1, ~x2, . . . , ~xn) = ~y2; . . . ; ~xn − φn(~x1, ~x2, . . . , ~xn) = ~yn, ò.å. åñëè ~x− ~φ(~x) = ~y.

Ïóñòü ~y �ôèêñèðîâàíà, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç ~φ~y(~x) = ~φ(~x) + ~y, òîãäà ~x = ~φ~y(~x). ~x0 = (0, 0, . . . , 0) è ðåøàåì:
~x0 = ~φ~y(~x0), . . . , ~xn = ~φ~y(~xn+1). Îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü ñæèìàþùèì, ò.ê. ~x�íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. ‖~φ~y(~x1)−
~φ~y(~x2)‖n = ‖~φ(~x1) + ~y − ~φ(~x2)− ~y‖n = ‖~φ(~x1)− ~φ(~x2)‖n 6 q · ‖~x1 − ~x2‖n, q < 1� ýòî ñàìûé áûñòðûé ñïîñîá.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïðèâåäåíèå ê ýëåìåíòàðíîìó âèäó:
X Ïóñòü ∀~x ∈ U â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå ~x0: f(~x) = f(~x0) +

(
D−→
~x0
f
)
· (~x − ~x0) + g(~x), ãäå

g(~x) = α(~x) · ‖~x−~x0‖n ⇒ g(~x) = f(~x)−f(~x0)−L(~x−~x0) ⇒ g(~x0) = 0 è ∂g
∂~xi

�íåïðåðûâíà â òî÷êå ~x0(ò.ê.
∂f
∂~xi

�íåïðåðûâíà) è ∂g
∂~xi

(~x0) = 0.

X f(~x) = ~y0+L(~x−~x0)+g(~x) ⇒ ~y = ~y0+L·(~x−~x0)+g(~x); ò.ê. det L 6= 0 ⇒ ∃L−1 = K(â ñèëó àëãåáðû) ⇒ K(~y) =
K(~y0) + (~x− ~x0) + K · g(~x). Ââåä¼ì h(~x) = K · g(~x), òîãäà (F) ~x + h(~x) = ~x0 + K · (~y − ~y0)� ýëåìåíòàðíîå
óðàâíåíèå, ò.ê. h(~x0) = 0 è â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ: ∂h

∂~xi
(~x0) = 0.

X Ñëåäóÿ ëîãèêå ýëåìåíòàðíîãî ïîñòðîåíèÿ: ââåä¼ì

φ~y(~x) = ~x0 + K · (~y − ~y0)− h(~x),

òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ~y = f(~x)� ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ
φ~y(~x), ò.å. åñëè íàéä¼ì ~x′ = φ~y(~x′), òî ~x′ �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(~x) = ~y.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ïîñòðîèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå φ~y(~x)� ñæèìàþùåå è ïåðåâîäèò â ñåáÿ:
X Ïóñòü δ0 > 0 Bδ0(~x0) ⊆ U (ñóùåñòâóåò, ò.ê. U � îòêðûòîå). Çàìåòèì, ÷òî ∀ρ < δ0 �øàð Bρ(~x0)�

çàìêíóòûé è ñîäåðæèòñÿ â Bδ(~x0); áîëåå òîãî ∀ρ < δ0 : Bρ(~x0)�ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâîì.

X Äîêàæåì, ÷òî ∃ρ φ~y(~x) : ~Bρ(~x0) → ~Bρ(~x0) : ò.ê.
∂h

∂~xi
(~x0) = 0 ⇒ ‖h(~x)‖n

‖~x− ~x0‖n
→ 0, ïðè ~x → ~x0 ⇒ ∃δ1 >

0
‖h(~x)‖n

‖~x− ~x0‖n
< 1

2 ⇒ ∀~x ∈ Bδ1(~x0) : ‖h(~x)‖n < 1
2 · ‖~x− ~x0‖n.

X Ïóñòü ρ < δ1, òîãäà èç (F) :
(¨) ~y ‖~y − ~y0‖n <

ρ

2 · ‖K‖n
,

òîãäà ‖φ~y(~x)−~x0‖n = ‖~x0 +K(~y−~y0n)−h(~x)−~x0‖m = ‖K(~y−~y0)−h(~x)‖n 6 ‖K · (~y−~y0)‖n +‖h(~x)‖n 6
6 ‖K‖n · ‖~y − ~y0‖n + ‖~x−~x0‖n

2 6 (èç (�) )
ρ
2 + ρ

2 = ρ.

◦ Äîêàæåì ñæèìàåìîñòü:
X ‖φ~y(~x1)−φ~y(~x2)‖n = ‖~x0+K(~y−~y0)−h(~x1)−~x0−K(~y−~y0)+h(~x2)‖n = ‖h(~x2)−h(~x1)‖n. Ò.ê. ∂h

∂~xi
(~x0) = 0 è

∂h
∂~xi

�íåïðåðûâíà â òî÷êå ~x0, òî ìîæíî âûáðàòü øàð ðàäèóñà δ3 òàêîé, ÷òî
∥∥∥ ∂h

∂~xi

∥∥∥
n

< 1
2·√n

−∀~x ∈ Bδ3(~x0),

òîãäà ‖h(~x1)− h(~x2)‖n 6 (Ëåììà 4.8.8 íà ñòð. 42)∀~x1, ~x2 ∈ Bδ3(~x0) :
√

n
2·√n·‖~x1−~x2‖n

= 1
2 · ‖~x1 − ~x2‖n ⇒ h(~x)�

ñæèìàþùàÿ ñ êîýôôèöèåíòîì q = 1
2 ⇒ φ~y(~x)� ñæèìàþùàÿ ñ q = 1

2 .

X φ~y(~x) : ~Bρ(~x0) → ~Bρ(~x0)� îòîáðàæàåò â ñåáÿ è ñæèìàþùåå ⇒ øàðû èç óñëîâèÿ òåîðåìû�Bδ(~x0) è
B δ

2·‖K‖n

(~y0).

◦ Èòîãî:
X ∀~y ∈ B δ

2·‖K‖n

(~y0) : ∃~x f(~x) = ~y, ïðè÷¼ì ~x�íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ φ~y(~x) è ~x� åäèíñòâåííà.

⇒ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå f−1 : B δ
2·‖K‖

(~y0) → Bδ(~x0).

X Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü: ïóñòü ~y = f(~x), ~x ∈ Bδ(~x0), ~y ∈ B δ
2·‖K‖

(~y0); òîãäà ~x = f−1(~y), è òîãäà

‖~x−~x0‖n = ‖f−1(~y)−f−1(~y0)‖n 6 1
2·‖K‖n

· ‖~y−~y0‖n ⇒ ïðè ‖~y−~y0‖n → 0: ‖~x−~x0‖n → 0� îòîáðàæåíèå
f−1 �íåïðåðûâíî â òî÷êå ~y0.

X Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå ~y0 îòîáðàæåíèÿ f−1: f−1(~y) = f−1(~y0) + K(~y − ~y0) + h(f(~y)), òîãäà
f−1(~y)− f−1(~y0)−K(~y− ~y0) = h(f−1(~y)) → 0�èç íåïðåðûâíîñòè f−1(~y) â òî÷êå ~y0 è h(~x) â òî÷êå 0 ⇒
ïðè ~y → ~y0 : h(f−1(~y)) → 0, ò.å. f−1(~y)�äèôôåðåíöèðóåìà. K =

(
D−→
~x0
f
)−1

, ïîëó÷àåì, ÷òî
(
D−→
~x0

(f−1)
)

=
(
D−→
~x0
f
)−1

Ïðèìåð 4.8.12 (Íàõîæäåíèÿ).

. ~f(x, y) = (u, v), u = x2 − y2, v = x · y, ~x0 = (1, 1) :
(

2 · x −2 · x
y y

)
(1, 1) =

(
2 −2
1 1

)
, det

(
2 −2
1 1

)
= 4; ~y0 =

(0, 1); x2 − y2 = 0 + ε; x · y = 1 + ε.

Òåîðåìà 4.8.13 (Î íåÿâíûõ îòîáðàæåíèÿõ).

. Ïóñòü
U � îòðûòîå â Rn+m; f : U → Rn; ∂f

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n è ∂f

∂yj
, j = 1, 2, . . . , n�íåïðåðûâíû â U è îòîáðàæåíèå f �

äèôôåðåíöèðóåìî â U ; ñóùåñòâóåò òî÷êà (a, b) ∈ U f(a, b) = 0 è (D−→x f(a, b))� îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

. Òîãäà
Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè a è îêðåñòíîñòü W òî÷êè b òàêèå, ÷òî V × W ⊆ U è ∀y ∈ W : ∃!x ∈ V
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå x = g(y), ãäå g : W → V è g(y) f(g(y), y) = 0 − ∀y ∈ W è g(y)�äèôôåðåíöèðóåìà â
W .

Çàìå÷àíèå 4.8.13.1.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. Åñëè f : U → Rn, òî

(F)





f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0;
f2(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0;
...
fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0.

;





f1(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);
f2(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);
...
fn(a1, . . . , an, b1, . . . , bm);

è





g1(y1, . . . , ym);
g2(y1, . . . , ym);
...
gn(y1, . . . , ym).

:





a1 = g1(b1, . . . , bm);
a2 = g2(b1, . . . , bm);
...
an = gn(b1, . . . , bm).

⇒





f1(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0;
f2(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0;
...
fn(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym), y1, . . . , ym) = 0.

� ∀(y1, y2, . . . , yn) ∈ W.

Çàìå÷àíèå 4.8.13.2 (Ãèïåðâîâåðõíîñòü).

. Âñÿêîå óñëîâèå âèäà f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0−∀y � îïðåäåëÿåò ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rn+m; ìíîæåñòâî òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (F) �ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé.

Ïðèìåð 4.8.13.1 (Ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé).

.

{
f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1;
f2(x, y, z) = x + y + z.

; f1(x, y, z) = 0 ⇔ x2 + y2 + z2 = 1; f2 = 0 ⇔ x + y + z = 0.

Çàìå÷àíèå 4.8.13.3 (Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå).

. Ïóñòü f � òàêîå, ñîïîñòàâèì åìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D(a,b)f : Rn+m → Rn. Âûïèøåì ìàòðèöó ßêîáè îòîá-
ðàæåíèÿ: 



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . . ∂f1
∂yn...

... . . . ...
... . . . ...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn

∂fn

∂y1

∂fn

∂y2
. . . ∂fn

∂yn


 ,

rk
(
D(a,b)f

)
= n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè èìååò ðàíã. . . .

Çàìå÷àíèå 4.8.13.4 (Òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî).

. n + m = 3, 2 + 1 = 3, x2 + y2 + z2 = 1,
(

1√
3
, − 1√

3
, 1√

3

)
, (2x, 2y, 2z) =

(
2√
3
, − 2√

3
, 2√

3

)
, y = ±√1− x2 − z2 =

g(x, z), íî g( 1√
3
, 1√

3
) = − 1√

3
⇒ g(x, z) = −

√
1− x2 − y2, f(x, g(x, z), z) ≡ 0 (òîæäåñòâåííî ðàâíî).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì F (~x, ~y) : Rn+m → Rn+m :




F1(~x, ~y) = f1(~x, ~y);
F2(~x, ~y) = f2(~x, ~y);
...
Fn(~x, ~y) = fn(~x, ~y);
Fn+1(~x, ~y) = y1;
...
Fn+m(~x, ~y) = ym;

(
D(x,y)f

)



∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

∂f1
∂y1

. . . ∂f1
∂ym

... . . . ...
... . . . ...

∂fn

∂x1
. . . ∂fn

∂xn

∂fn

∂y1
. . . ∂fn

∂ym


 =




0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 1 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 1


 .

det (D−→x F) = det (D−→x f) · det E = det (D−→x f); det
(
D
(−→a ,

−→
b )
f
)
6= 0 ⇒ ê îòîáðàæåíèþ F �ïðèìåíèìà òåîðåìà îá

îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî f(f−1(~u, ~w)) = (~u, ~w), ãäå (~u, ~w) ∈ W ⊂ Rm+n.

◦ Ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ φ1 è φ2 F−1(~u, ~w) = (φ1(~u, ~w), φ2(~u, ~w)) , ãäå φ1 : Rn+m → Rn; φ2 : Rn+m →
Rm; f(φ1(~u, ~w), φ2(~u, ~w)) = ~u, à φ2(~u, ~w) = ~w, ãäå φ1 è φ2 � ñóùåñòâóþò. Ïîëîæèì g(~y) := φ1(~0, ~y), òîãäà
f(φ1(~0, ~y), φ2(~0, ~y)) = ~0 è φ2(~0, ~y) = ~y ⇒ f(g(~y), ~y) = 0− ∀~y ∈ W. g(~y) ∈ V, W × V ⊂ U (~w → ~v).

◦ Åäèíñòâåííîñòü: ïóñòü ~x1 è ~x2 �äâå òî÷êè òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ~y : f(~x1, ~y) = f(~x2, ~y) = 0 ⇒ F (~x1, ~y) =
(~0, ~y), à F (~x2, ~y) = (~0, ~y)�ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. äëÿ f âåðíà òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè, òàêîãî áûòü íå
ìîæåò ⇒ ~x1 = ~x2.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ïðèìåð 4.8.13.2 (ê çàìå÷àíèþ).

. R3 = R2 × R1. Ïóñòü
{

f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3;
f2 = x2 − y2 + z2 − 1.

. Ðàññìîòðèì ~c = (1, 1, 1) ∈ δ(f1) ∩ δ(f2)2; g1(t), g2(t)

òàêèå, ÷òî f1(1, 1, 1) = 0; f2(1, 1, 1) = 0;
(

2x 2y 2z
2x −2y 2z

)
(1, 1, 1) =

(
2 2 2
2 −2 2

)
, x = g1(z), y = g2(z); g2

1(z) +

g2
2(z)+ z2 = 3 è g2

1(z)− g2
2(z)+ z2 = 1 (óäîâëåòâîðÿåò îêðóæíîñòè z = 1), ñëîæèì: 2 · g2

1(z)+2 · z2 = 4 ⇒ g2
1(z) =

2− z2 ⇒ g1(z) = ±√2− z2 è îòíèìåì: 2 · g2
2(z) = 2, g2

2(z) = 1, g2(z) = ±1 = 1, ò.å. x =
√

2− z2, à y = 1.

4.9 Âûñøèå ïðîèçâîäíûå
Ïóñòü f : U → Rm, U � îòêðûòî, òîãäà åñëè ∂f

∂xi
äëÿ i ôèêñèðîâàííîé� ñóùåñòâóåò â U , òî îïðåäåëåíî îòîáðàæå-

íèå
∂f

∂xi
: U → Rm, åñëè

∂f

∂xi
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò

∂

∂xi

(
∂f

∂xi

)
=

∂2f

∂xi · ∂xi
.

Òåîðåìà 4.9.1 (ðàâåíñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).

. Ïóñòü

Ïóñòü f : U → Rn òàê, ÷òî
∂f

∂xi
,

∂f

∂xj
,

∂2f

∂xi · ∂xj
,

∂2f

∂xj · ∂xi
� ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â U .

. Òîãäà
∂2f

∂xi · ∂xj
=

∂2f

∂xj · ∂xi
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ëåêòîðó áûëî î÷åâèäíî . . . . Íàäî çàìåòèòü, ÷òî áåç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ýòî íåâåðíî, ñìîòðèòå ñëåäó-
þùèå äâà ïóíêòà, âçÿòûå ïîëíîñòüþ èç êíèæêè òîâàðèùà Ôèõòåíãîëüöà.

Ïðèìåð 4.9.1.1 (Âçÿòèå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ â ðàçíîì ïîðÿäêå).

. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ âçÿòèÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ1 áðîñàåòñÿ â ãëàçà ñîâïàäåíèå ñìåøàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ, âçÿòûõ ïî îäíèì è òåì æå ïåðåìåííûì, íî â ðàçíîì ïîðÿäêå.
Íóæíî ñðàçó æå îòìåòèòü, ÷òî ýòî âîâñå íå âûòåêàåò ñ íåîáõîäèìîñòüþ èç îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ, òàê ÷òî ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, êîãäà óïîìÿíóòîãî ñîâïàäåíèÿ íåò.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) = xy · x2−y2

x2+y2 (ïðè x2 + y2 > 0), f(0, 0) = 0.

Èìååì:
f ′x(x, y) = y ·

(
x2 − y2

x2 + y2
+

4 · x2y2

(x2 + y2)2

)
(ïðè x2 + y2 > 0), f ′x(0, 0) = 0.

Ïðèäàâ x ÷àñòíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, áóäåì èìåòü ïðè ëþáîì y (â òîì ÷èñëå è ïðè y = 0): f ′x(0, y) = −y.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòó ôóíêöèþ ïî y, ïîëó÷èì f ′′xy(0, y) = −1. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â òî÷êå
(0, 0) áóäåì èìåòü f ′′xy(0, 0) = −1. Âû÷èñëèâ òàêèì æå îáðàçîì f ′′yx â òî÷êå (0, 0), ïîëó÷èì f ′′yx(0, 0) = 1.

Èòàê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè f ′′xy(0, 0) 6= f ′′yx(0, 0).

Òåì íå ìåíåå, ïîäìå÷åííîå íà ïðèìåðàõ ñîâïàäåíèå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿäêîì
äèôôåðåíöèðîâàíèé, íå ñëó÷àéíî: îíî èìååò ìåñòî â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ � ïðè ñîáëþäåíèè îïðåäåë¼ííûõ
óñëîâèé. Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåé ïðîñòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.9.1.2 (Ðàâåíñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).

. Ïóñòü
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

◦ f(x, y) îïðåäåëåíà â (îòêðûòîé) îáëàñòè D,
◦ â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóþò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå f ′x è f ′y, à òàêæå âòîðûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå f ′′xy è

f ′′yx è, íàêîíåö,
◦ ýòè ïîñëåäíèå ïðîèçâîäíûå f ′′xy è f ′′yx êàê ôóíêöèè x è y íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé òî÷êå (x0, y0) îáëàñòè D.

2Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
1×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà, âçÿòàÿ ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì, íàïðèìåð ∂2u

∂x ∂y
, ∂2u

∂y ∂x
, ∂4u

∂x ∂y ∂z2 , . . . , íàçûâàåòñÿ ñìå-
øàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. Òîãäà
Â ýòîé òî÷êå f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå W =
f(x0 + h, y0 + k)− f(x0 + h, y0)− f(x0, y0 + k) + f(x0, y0)

h · k , ãäå h, k îòëè÷íû
îò íóëÿ, íàïðèìåð ïîëîæèòåëüíû, è ïðèòîì íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî â D ñîäåðæèòñÿ âåñü ïðÿìîóãîëüíèê
[x0, x0 + h; y0, y0 + k]; òàêèìè ìû èõ ôèêñèðóåì äî êîíöà ðàññóæäåíèÿ.

◦ Ââåä¼ì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ îò x: φ(x) = f(x,y0+k)−f(x,y0)
k , êîòîðàÿ â ïðîìåæóòêå [x0, x0 + k]

èìååò ïðîèçâîäíóþ φ′(x) = f ′x(x,y0+k)−f ′x(x,y0)
k è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè

âûðàæåíèå W , êîòîðîå ðàâíî W =
1
h
·
(

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0 + h, y0)
k

− f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)
k

)
, ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå: W =
φ(x0 + h)− φ(x0)

h
.

◦ Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè φ(x) â ïðîìåæóòêå [x0, x0 + h] âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà, òî
ìû ìîæåì ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå W òàê: W = φ′(x0 + θ · h) =
f ′x(x0 + θ · h, y0 + k)− f ′x(x0 + θ · h, y0)

k
(0 < θ < 1).

Ïîëüçóÿñü ñóùåñòâîâàíèåì âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ′′xy(x, y), ñíîâà ïðèìåíèì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé,
íà ýòîò ðàç � ó ôóíêöèè îò y: f ′x(x0+θ·h, y) â ïðîìåæóòêå [y0, y0+k]. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì W = f ′′xy(x0+θ·
· h, y0 + θ1 · k) (0 < θ, θ1 < 1).

◦ Íî âûðàæåíèå W ñîäåðæèì x è y, ñ îäíîé ñòîðîíû, è h è k � ñ äðóãîé, îäèíàêîâûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ìîæíî

îáìåíÿòü èõ ðîäè è, ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ξ(y) =
f(x0 + h, y)− f(x0, y)

h
, ïóò¼ì àíàëîãè÷íûõ

ðàññóæäåíèé ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò: W = f ′′yx(x0 + θ2 · h, y0 + θ3 · k) (0 < θ2, θ3 < 1).
Èç ïîñëåäíèõ ñîïîñòàâëåíèé íàõîäèì: f ′′xy(x0 + θ · h, y0 + θ1 · k) = f ′′yx(x0 + θ2 · h, y0 + θ3 · k). Óñòðå-
ìèâ òåïåðü h è k ê íóëþ, ïåðåéä¼ì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó. Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåòåëåé
θ, θ1, θ2, θ3, àðãóìåíòû è ñïðàâà è ñëåâà ñòðåìÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê x0, y0. À òîãäà îêîí÷àòåëüíî è
ïîëó÷èì f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

◦ Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå f ′′xy è f ′′yx âñåãäà ðàâíû.

ÎÏÐ 4.9.2 (ïðèíàäëåæàíèÿ êëàññó).

• Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : U → Rn � ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr(U), åñëè U � îòêðûòî â Rn è ∀k 6 r � ñóùåñòâó-
þò è íåïðåðûâíû âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïîðÿäêà k.

• Ìóëüòèèíäåêñíûé ôîðìàëèçì: ïóñòü ~α = (α1, α2, . . . , αn), ãäå αi ∈ Z è αi > 0; òàêàÿ, ÷òî ~α! = α1!·α2!·. . . ·αn!
è |~α| = α1 + α2 + . . . + αn.

φ(x1, x2, . . . , xn) = a · xα1
1 · xα2

2 · . . . · xαn
n , ãäå a ∈ Rm � ýëåìåíòàðíûé ïîëèíîì. Îáîçíà÷åíèÿ:

φ(x1, x2, . . . , xn) = a · ~x~α;
∂|~α|f

∂xα1
1 · . . . · ∂xαn

n
=

∂|~α|f
∂~x~α

;
∑

|~α|=k

a~α · ~x~α

�ìíîãî÷ëåí ñóììàðíîé ñòåïåíè k.

Òåîðåìà 4.9.3 (Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ).

. Ïóñòü
f : U → Rm è f ∈ Cr(U), ~x0 ∈ U.

. Òîãäà
∀~x èìååò ìåñòî:

f(~x0 + ~x) = f(~x0) +
∑

0<|α|6r

∂~αf

∂~x~α
(~x0) · ~x~α + εr(~x) · ‖~x‖r

n,

ãäå εr(~x) → 0, ïðè ‖~x‖n → 0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü φ(t) = f(~x0 + t · ~x), φ(0) = f(~x0) è

φ(k)(t) =(ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóïåðïîçèöèè)

∑

|~α|6k

k!
~α!
· ∂~αf

∂~x~α
(x0 + t · ~x) · ~x~α.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Ïóñòü η > 0 Bη(~x0) ⊆ U ; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖~x‖n < η, òîãäà ~x0 + t · ~x ∈ Bη(~x0) − ∀t |t| 6 1, ò.ê. ‖(t ·
· ~x + ~x0)− ~x0‖n = |t| · ‖~x‖n 6 |t| · η 6 η−∀t |t| 6 1 ⇒ φ(t)� îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1] è äèôôåðåíöèðóåìà
r ðàç.

◦ Ïðèìåíèì îáû÷íóþ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà: φ(1) =

= φ(0) +
φ(1)(0)

1!
· (1− 0) +

φ(2)(0)
2!

· (1− 0)2 + . . . +
φ(r−1)(0)
(r − 1)!

· (1− 0)(r−1) +
φ(r)(0 + θ · (1− 0))

r!
· (1− 0)r =

= φ(0) +
φ(1)(0)

1!
+

φ(2)(0)
2!

+ . . . +
φ(r−1)(0)
(r − 1)!

+
φ(r)(0)

r!
+

φ(r)(θ)− φ(r)(0)
r!

.

φk(0) =
∑

|~α|6k

k!
~α!
· ∂~αf

∂~x~α
(~x0) · ~x~α ⇒

(ýòî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü)
φr(θ)− φr(0)

r!
=

∑

|~α|6r

(
∂~αf

∂~x~α
(~x0 + θ · ~x)− ∂~αf

∂~x~α
(~x0)

)
· ~x~α

~α!
=

‖~x‖~α
n · εr(~x);

∂~αf

∂~x~α
(~x0 + θ · ~x)− ∂~αf

∂~x~α
(~x0) → 0,

ïðè ‖~x‖n → 0 (ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé).
∥∥∥∥∥

~x|~α|

‖~x‖|~α|n

∥∥∥∥∥
n

=
xα1

1 · . . . · xαn
n

‖~x‖α1
n · . . . · ‖~x‖αn

n
,
|x|α1

‖x‖α1
< 1, |x| 6 ‖x‖n

� ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìåòðèêè.

4.10 Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
f : U → R, U ∈ Rn.

ÎÏÐ 4.10.1 (Òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).
Ïóñòü f : U → R, U � îòêðûòî â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~x0 ∈ U , òîãäà òî÷êà ~x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà), åñëè ∃ε > 0: Bε(~x0) ⊂ U, ∀~x ∈ Bε(~x0) : f(~x) > f(~x0).

ÎÏÐ 4.10.2 (ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè).
Âñÿêàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì èëè ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì ôóíêöèè f �íàçûâàåòñÿ

ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 4.10.3 (Ôåðìà).

. Ïóñòü
f : U → R, U � îòêðûòî, f �äèôôåðåíöèðóåìà â U .

. Òîãäà
Åñëè ~x0 ∈ U � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f , òî

(
D−→x0f

)
= 0 (íóëåâîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå),

∀~x ∈ Rn :
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0) · xi = 0− ∀i = 1, 2, . . . , n;

∂f

∂xi
(x0) = 0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ~x ∈ Rn ‖~x‖n > 0, ~x 6= ~o; ~x0 ∈ U � òî÷êà ýêñòðåìóìà; δ > 0: Bδ(x0) ⊂ U : ∀~x1 ∈ Bδ(x0) : f(x1) > f(x0)
(äîêàçûâàåì äëÿ ìèíèìóìà). Ïóñòü η > 0 |t| < η, ~x0 + t · ~x ∈ Bδ(x0), ÿñíî, ÷òî òàêîå η � ñóùåñòâóåò, ò.ê.
‖(~x0 + t · ~x)− ~x0‖n = ‖t · ~x‖n = |t| · ‖~x‖n, |t| 6 δ

‖x‖n
= η.

◦ φ(t) = f(~x0 + t · ~x), φ(0) = f(~x0) è φ(t)�äèôôåðåíöèðóåìà íà (−η, η). φ(t) = f(~x0 + t · ~x) > f(~x0) = φ(0) ⇒
φ(t)�èìååò ìèíèìóì â òî÷êå t = 0, íà îòðåçêå (−η, η) ⇒ φ′(0) = 0. φ′(0) =

n∑
i=1

∂f
∂~x0

(~x0) · xi � áûëî âûâåäåíî
ïåðåä ôîðìóëîé Òåéëîðà. φ′(0) = 0−∀~x ⇒ îòîáðàæåíèå (D−→x f)�íóëåâîå. Åñëè â êà÷åñòâå âåêòîðà ~x âçÿòü

âåêòîð ~ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), òî
∂f

∂xi
(~x0) = 0− ∀i.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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4.11 Êðàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Q : Rn → R ïî ôîðìóëå Q(~x) =
n∑

i,j=1

aij · xi · xj , ïðè÷¼ì aij = aji � ñèììåòðè÷íû. Èç

{aij} ñîñòàâèì ìàòðèöó n× n.

ÎÏÐ 4.11.1 (êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).
Îòîáðàæåíèå Q(~x)�íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, à ìàòðèöà n × n� {aij} íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû.

ÓÒÂ 4.11.2 (Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).

. Âûïîëíåíî:

◦ Q(~o) = 0;
◦ Q(t · ~x) = t2 ·Q(~x)− ∀t ⊂ R.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ëåêòîðó î÷åâèäíî, ñêîðåå âñåãî ïîòîìó, ÷òî Q(t · ~x) =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aij · txi · txj

)
.

ÎÏÐ 4.11.3 (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, åñëè Q(~x) > 0− ∀x ‖x‖ 6= 0. Êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, åñëè Q(~x) < 0− ∀x ‖x‖ 6= 0.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè Q(~x) > 0 − ∀x ∈ Rn. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ

îòðèöàòåëüíîé, åñëè Q(~x) 6 0− ∀x ∈ Rn.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà G(~x) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé, åñëè ∃~x1, ~x2 ∈ Rn Q(~x1) > 0, Q(~x2) < 0.

Ïðèìåð 4.11.3.1 (Îïðåäåë¼ííîñòü ôîðìû).

. Ïóñòü R2, (x, y)

◦ Q(x, y) = x2 + y2; A =
(

1 0
0 1

)
.

x2 + y2 = 0 ⇔ x = 0, y = 0�ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

◦ Q(x, y) = −x2 − y2; A =
(−1 0

0 −1

)
.

−x2 − y2 = 0 ⇔ x = 0, y = 0� îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

◦ Q(x, y) = x2 + 0 · y2; A =
(

1 0
0 0

)
�ïîëîæèòåëüíàÿ, íî íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà. Q(0, 1) = 0.

◦ Q(x, y) = x2 − y2 �íåîïðåäåë¼ííàÿ. Q(1, 0) = 1 > 0; Q(0, 1) = −1 < 0.

Òåîðåìà 4.11.4 (Ìîíîòîííîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).

. Ïóñòü
Q(~x)�ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

. Òîãäà
∃k1, k2 ∈ R k1 > 0, k2 > 0, ÷òî (F) k2 · ‖~x‖2n 6 Q(~x) 6 k1 · ‖~x‖2n.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè ~x = 0, òî (F) âûïîëíÿåòñÿ � ýòî î÷åâèäíî.
◦ Ïóñòü S1(0) = {~x ‖~x‖n = 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî S1(0)� îãðàíè÷åíî â Rn è çàìêíóòà â Rn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

S1(0)�êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
◦ Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Q(~x), ãäå ~x ∈ S1(0), Q(~x)�íåïðåðûâíà, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.
◦ Q(~x), ïðè ‖~x‖n = 1� îïðåäåëåíà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå S1(0), à ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà �
∃~x1, ~x2 ∈ S1(0) ïðè ~x1 6= ~x2(!)�
X max

‖~x‖=1
Q(~x) = Q(~x1) = k1 > 0;

X min
‖~x‖=1

Q(~x) = Q(~x2) = k2 > 0.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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k2 6 Q(~x) 6 k1 − ∀x ‖x‖n = 1.

◦ Ïóñòü ~y ∈ Rn, òîãäà åñëè ‖~y‖n 6= 0, òî ~y
‖~y‖n

∈ S1(0), ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî òàêîé ôàêò:

k2 6 Q

(
~y

‖~y‖n

)
6 k1 ⇒

⇒ k2 6 1
‖~y‖2n

·Q(~y) 6 k1 ⇒

⇒ k2 · ‖~y‖2n 6 Q(~y) 6 k1 · ‖~y‖2n.

ÎÏÐ 4.11.5 (Ìàòðèöà Ãåññå).
Ïóñòü f : U → R, f ⊆ C2(U). Èç ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà: f(~x) = f(~x0) +

L(~x− ~x0) +
1
2
·∑

i, j

∂2f

∂xi · ∂xj
· (xi − xi0) · (xj − xj0) + ε2(~x) · ‖~x‖2n.

aij =
∂2f

∂xi · ∂xj
(~x0); aij = aji;

{
∂2f

∂xi · ∂xj
(~x0)

}
�íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãåññå. A� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîñòðî-

åííàÿ ïî ìàòðèöå Ãåññå íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, àññîöèàòèâíîé ñ f â òî÷êå ~x0.

Òåîðåìà 4.11.6 (Î êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, àññîöèàòèâíîé ñ ôóíêöèåé â òî÷êå).

. Ïóñòü

◦ U � îòêðûòî â Rn, f : U → R, f ∈ C2(U).

◦ ~x0 � ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà.

. Òîãäà
Åñëè ~x0 �ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà àññîöèàòèâíàÿ ñ f â òî÷êå ~x0 � îòðèöàòåëüíà. Åñëè
x0 �ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî ïîëîæèòåëüíà.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ñîãëàñíî òåîðåìå Òåéëîðà 4.9.3 íà ñòð. 48: f(~x0 + t · ~x) = f(~x0) + L(tx) + 1
2 · Q(t · ~x) + ε2(t · ~x) · ‖t · ~x‖2n.

Ïîñêîëüêó ~x0 � ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà, òî L = 0� ñîãëàñíî òåîðåìå Ôåðìà. f(~x0 + t · ~x) = f(~x0) + 1
2 · Q(t ·

· ~x) + ε2(t · ~x) · ‖t · x‖2n. f(~x0 + t · ~x)− f(~x0) = t2

2 ·Q(~x) + t2 · ε2(t · ~x) · ‖x‖2n.

◦ Ò.ê. ~x0 �ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî f(~x0 + t · ~x) − f(~x0) > 0, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q(~x)
2 + ε2(t · ~x) · ‖x‖2n >

> 0. Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó, ïðè t → 0: ‖t · ~x‖n → 0 ⇒ ε2(t · ~x) → 0, èç îïðåäåëåíèÿ ε2. Îòñþäà ñëåäóåò:
∀~x : Q(~x) > 0, çíà÷èò ôîðìóëà ïîëîæèòåëüíà.

ÎÏÐ 4.11.7 (ñòàöèîíàðíîé òî÷êè).
Òî÷êà ~x0 �íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f : U → R; U ⊆ Rn, åñëè ∀i : ∂f

∂xi
(~x0) = 0.

Ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè� ñòàöèîíàðíûå, îáðàòíîå � íå âåðíî.

Òåîðåìà 4.11.8 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà).

. Ïóñòü

◦ U � îòêðûòî â Rn, f : U → R, f ∈ C2(U);

◦ ~x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .

. Òîãäà
Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà àññîöèàòèâíàÿ ñ ôóíêöèåé f â òî÷êå ~x0 �ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ~x0 � òî÷êà
ìèíèìóìà. Àíàëîãè÷íî, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà� îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ~x0 �ìàêñèìóì.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ò.ê. f ∈ C2(U), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà Òåéëîðà: f(~x) = f(~x0)+L(~x−~x0)+ 1
2 ·Q(~x−~x0)+ ε2(~x) · ‖~x−~x0‖2n,

ò.ê. ~x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî L = 0, f(~x) = f(~x0) + 1
2 ·Q(~x− ~x0) + ε2(~x) · ‖~x− ~x0‖2n.

◦ Ïóñòü Q�ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà, òîãäà â ñèëó òåîðåìû î êâàäðàòè÷íîé ôîðìå 4.11.4 íà ñòð. 50, èìååò
ìåñòî: k2 · ‖~x− ~x0‖2n 6 Q(~x− ~x0) 6 k1 · ‖~x− ~x0‖2n; k1, k2 > 0.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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◦ Âûáåðåì øàð Bε(~x0) òàê, ÷òîáû |ε2(~x)| < ~x0
2 − ∀~x ∈ Bε(~x0); ýòî âîçìîæíî, èáî ε2(~x) → 0, ïðè ~x → ~x0;

f(~x) > f(~x0) +
1
2
·Q(~x− ~x0)− k1

2
· ‖~x− ~x0‖2n >

> f(~x0) +
k1

2
· ‖~x− ~x0‖2n −

k1

2
· ‖~x− ~x0‖2n = f(~x0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∃ε > 0: ∀x ∈ Bε(~x0) : f(~x) > f(~x0).

Ñëåäñòâèå 4.11.8.1 (Ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû).

. Åñëè Q(~x)�íå îïðåäåëåíà, òî ñóùåñòâóåò øàð Bε(~x0) ⊆ U è ~x1, ~x2 f(~x1) > f(~x0) è f(~x2) < f(~x0).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Î÷åâèäíî(ëåêòîðó).

Ïðèìåð 4.11.8.2 (Ñòàöèîíàðíûõ, íå ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê).

. f(~x, ~y) = x2 + y3, (2 · x, 3 · y2); x = 0, y = 0� ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà.
(

2 0
0 6 · y

)
(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
; p2 + 0 · q2 >

> 0; (0, 0)�íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé.

. f(~x, ~y) = x2 + y4; (0, 0)� ñòàöèîíàðíàÿ.
(

2 0
0 12 · y2

)
(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
; p2 + 0 · q2 > 0�íå ýêñòðåìàëüíàÿ.

4.12 Àíàëèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ÎÏÐ 4.12.1 (àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ).

Ìíîæåñòâî M ⊂ Rn �íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè (n−k), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
ôóíêöèè φ1, φ2, . . . , φk, ÷òî ∀~x ∈ M : φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0, φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0, . . . , φk(x1, x2, . . . , xn) = 0; φi �
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.

ÎÏÐ 4.12.2 (ðåãóëÿðíîé òî÷êè).
Òî÷êà ~x0 ∈ M �íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ðàíã ìàòðèöû rk

{
∂φi

∂xj
(x0)i=1, 2, ..., k

j=1, 2, ..., n

}
= k, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî÷êà ~x0 �íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

ÎÏÐ 4.12.3 (ðåãóëÿðíîãî àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå).
Àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M �íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ∀~x ∈ Rn : ~x� ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð 4.12.4 (Àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé).

. Ïóñòü R3; φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1; àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 +

z2 − 1 = 0� ýòî ñôåðà. Äîêàæåì, ÷òî ñôåðà � ðåãóëÿðíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå: (2x, 2y, 2z),





x = 0;
y = 0;
z = 0.

�

óñëîâèå òîãî, ÷òî ðàíã ðàâåí 0, íî òî÷êà (0, 0, 0) 6∈ M.

. φ(x, y, z) = x3 + y3 + z3, òîãäà M : x3 + y3 + z3 = 0; ìàòðèöà (3 · x2, 3 · y2, 3 · z2); ðàíã 0 â (0, 0, 0) ∈ M ⇒ M íå
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

. Ïóñòü f : Rn → R, òîãäà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð (x, f(x)), ò.å. ãðàôèê:
(~x, f(~x)) ∈ Rn × R = Rn+1; äîêàæåì, ÷òî ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè� ðåãóëÿðíîå àíàëèòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå: îáîçíà÷èì ãðàôèê êàê x1, x2, . . . , xn+1, ðàññìîòðèì F (~x) = xn+1 − f(x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇒
óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì

(
− ∂f

∂x1
, − ∂f

∂x2
, . . . , − ∂f

∂xn
, 1

)
: ðàíã âñåãäà 1 ⇒ ÿâëÿåòñÿ.

. Ïóñòü F : Rn → Rk ⇒ îïðåäåëåíû f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fk(x1, x2, . . . , xn), òîãäà îïðåäåëèì àíàëèòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå â Rn × Rk : 




xn+1 − f1(x1, x2, . . . , xn) = 0;
xn+2 − f2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...
xn+k − fk(x1, x2, . . . , xn) = 0.

;

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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äîêàæåì, ÷òî îíî � ðåãóëÿðíî:



− ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

1 0 . . . 0
− ∂f2

∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
− ∂fk

∂x1

∂fk

∂x2
. . . ∂fk

∂xn
0 . . . 0 1



⇒

⇒ åñòü íóëåâîé ìèíîð ðàçìåðíîñòè k × k.

ÎÏÐ 4.12.5 (ïàðàìåòðèçóåìîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå).
Àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M íàçîâ¼ì ïàðàìåòðèçóåìûì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

îòîáðàæåíèå g : U → Rn, ãäå U ⊆ Rn−k, ÷òî g(~y0) = ~x0 è ∀~y ∈ U :





φ1


g1(

=~y︷ ︸︸ ︷
y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gn(~y)


 = 0;

...
φk (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gn(~y)) = 0.

;





x1 = g1(y1, y2, . . . , yn−k);
...
xn = gn(y1, y2, . . . , yn−k).

.

Åñëè îêðåñòíîñòü U òî÷êè ~y0 M ⊆ g(U), òî M �íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçóåìûì.

Ñëåäñòâèå 4.12.5.1 (Òåîðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè).

. Åñëè òî÷êà ~x0 ∈ M �ðåãóëÿðíàÿ, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè ~x0, äîïóñêàþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèþ.

ÎÏÐ 4.12.6 (ëèíåéíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ).
Àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M �íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ôóíêöèÿ φi, i=1, 2, ..., k èìååò ñëåäóþùèé âèä:

φi =
n∑

j=1

aij · xj + ei, i=1, 2, ..., k. Åñëè ei = 0− ∀i, òî M �íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
∑
j

aij · xj + ej =
∑
j

aij · (xj − x0j) = ~0 = A · (~x− ~x0)� ýòî åñòü ëèíåéíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîõîäÿ-
ùåå ÷åðåç òî÷êó x0.

ÎÏÐ 4.12.7 (êàñàòåëüíîãî ïðîåêòîðà).
Ïóñòü M � àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå; ~x0 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà; L =

{
∂φi

∂xj
(x0)

}
, òîãäà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

L · (~x− ~x0) = 0, òàêîå ëèíåéíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîåêòîðîì ê àíàëèòè÷å-
ñêîìó ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå ~x0.

Çàìå÷àíèå 4.12.8 (Èç àëãåáðû).

. Ìàòðèöà k × n, k < n : 


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
ak1 ak2 . . . akn


 = A,

åñëè rk A = k, ~δi = (ai1, ai2, . . . , ain), i=1, 2, ..., k; A · ~x = 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
(
~δi, ~x

)
= 0, i=1, 2, ..., k; ~δi =(

∂fi

∂x1
(~x0), ∂fi

∂x2
(~x0), . . . , ∂fi

∂xn
(~x0)

)
�ëèíåéíî íåçàâèñèìà (ãðàäèåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí âñåì âåêòîðàì).

Ïðèìåð 4.12.8.1 (ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ãðàäèåíòà).

. Ïóñòü M : x2+y2+z2−3 = 0; (1, 1, 1) ∈ M ; (2x, 2y, 2z); (2, 2, 2); (2·(x−1)+2·(y−1)+2·(z−1)) = 0 = x+y+z−3.

ÎÏÐ 4.12.9 (ëåæàíèÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè).
Ïóñòü (a, b) ⊆ R, γ : (a, b) → Rn, òîãäà îïðåäåëåíà êðèâàÿ â Rn; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò íà ïàðàìåò-

ðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M , åñëè ∀t ∈ (a, b) :




φ1(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0;
φ2(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0;
...
φk(γ1(t), . . . , γn(t)) = 0.

Ëåììà 4.12.10 (ïðèíàäëåæíîñòü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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. Ïóñòü
t0 : ~x0 = ~γ(t0).

. Òîãäà
Êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå t0 ê êðèâîé ~γ ïðèíàäëåæèò êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê M â òî÷êå ~x0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â òî÷êå t0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

~σ =
(

∂γ1

∂t
(t0),

∂γ2

∂t
(t0), . . . ,

∂γn

∂t
(t0)

)
.

◦ Ðàññìîòðèì φj(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)) = 0− ∀t ∈ (a, b), ãäå t0 ∈ (a, b), òîãäà

∂

∂t
φj(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)) = 0;

n∑

i=1

∂φj

∂xi
(γ(t0)) · ∂γi

∂t
(t0) = 0 ⇒

⇒
n∑

i=1

∂φj

∂xi
(~x0) · ∂γi

∂t
(t0) = 0− ∀j = 1, 2, . . . , k ⇒ L · ∂γ

∂t
(t0) = 0.

ÎÏÐ 4.12.11 (íåçàâèñèìûõ êðèâûõ).
Áóäåò ãîâîðèòü, ÷òî êðèâûå ~γ1, ~γ2, . . . , ~γ` � íåçàâèñèìû â òî÷êå t0, åñëè êàñàòåëüíûå âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû.
Ëåììà 4.12.12 (Ñóùåñòâîâàíèå íåçàâèñèìûõ êðèâûõ).

. Ïóñòü
x0 �ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .

. Òîãäà
Åñëè k �÷èñëî ôóíêöèé φ1, φ2, . . . , φk, îïðåäåë¼ííûõ íà M , òî ñóùåñòâóåò n− k íåçàâèñèìûõ êðèâûõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êó ~x0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ x0 �ðåãóëÿðíàÿ, òîãäà 



φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0;
φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...
φk(x1, x2, . . . , xn) = 0.

�óðàâíåíèå ëèíåéíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíûõ îòîáðàæåíèÿõ 4.12.5.1 íà
ñòð. 53: ñóùåñòâóåò òî÷êà ~y0 è îòîáðàæåíèå g : Rn−k → Rk g(~y0) = ~x0 è





φ1 (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;
φ2 (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;
...
φk (g1(y1, y2, . . . , yn−k), g2(~y), . . . , gk(~y), y1, y2, . . . , yn−k) = 0;

.

Ðàññìîòðèì òî÷êó ~y0 è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

~γs =




g1(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)
g2(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)

. . .
gk(y10, y20, . . . , ys−10, ys0 + t, ys+10, . . . , yn−k)

y10

y20

...
ys−1 0

ys0 + t
ys+1 0

...
yn+k




⇒

⇒ γs − ∀s = 1, 2, . . . , (n− k)�êðèâàÿ, ~γs ∈ M ⇒ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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ÎÏÐ 4.12.13 (òî÷êè óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà).
Ïóñòü M � àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, M ⊆ Rn; f : Rn → R, òîãäà òî÷êà ~x0 ∈ M �íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà), åñëè ∃ε > 0: ∀~x ∈ Bε(~x0) ∩M : f(~x) 6 f(~x0) (èëè f(~x) > f(~x0)) . Åñëè
~x0 �òî÷êà óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ôóíêöèè f , òî ~x0 �íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà.
Ïðèìåð 4.12.13.1 (Ïðîñòîé).

. Ïóñòü f = x+y; M : x2+y2 = 1. φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0; φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0; x1 = F1(xk+1, xk+2, . . . , xn); . . . ;
xk = Fk(~x); f(F1(xk+1, xk+2, . . . , xn), F2(~x), . . . , Fk(~x), xk+1, xk+2, . . . , xn) îò (n − k) ïåðåìåííûõ, íî òàê âû-
ðàçèòü x1, x2, . . . , xn íå ïîëó÷àåòñÿ.

Òåîðåìà 4.12.14 (Î íåîáõîäèìîì óñëîâèè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà).
. Ïóñòü

M ⊆ Rn � àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå â âèäå




φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0;
φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0;
...
φm(x1, x2, . . . , xn) = 0.

.

Ïóñòü f : Rn → R; ~x0 ∈ M �ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f .

. Òîãäà

Ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm
∂f
∂xi

(λi) =
m∑

i=1

λi ·
∂φi

∂xj
−∀j = 1, 2, . . . , n; ãðàäèåíò ôóíêöèè f â

~x0 � åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãðàäèåíòîâ φi â ~x0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ~x0 ∈ M, òîãäà ∃φ : (−δ, δ) → Rn, òàêàÿ, ÷òî ~φ(t) ⊆ M − ∀t |t| < δ �êðèâàÿ íà àíàëèòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè. ~φ(0) = ~x0, ðàññìîòðèì F (t) = f(~φ(t)) : f(−δ, δ) → R, t0 = 0� òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
F (t).

◦ Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ: dF
dt (0) =

n∑
i=1

∂f

∂x
(~φ(0)) · dφi

dt
(0) =(ò.ê. φ(0) = x0)

n∑
i=1

∂f

∂xi
(~x0) ·

dφi

dt
(0). Ñëåäîâàòåëü-

íî âåêòîð
(

∂f
∂x1

(~x0), ∂f
∂x2

(~x0), . . . , ∂f
∂xn

(~x0)
)
�ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ò.ê.

êðèâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ⇒ âåêòîð
(

∂f
∂x1

(~x0), ∂f
∂x2

(~x0), . . . , ∂f
∂xn

(~x0)
)
�ïåðïåíäèêóëÿðåí êàæäîìó âåêòîðó èç

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìîæíî âûáðàòü n êðèâûõ: èõ êàñàòåëüíûå âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà.

◦ Ò.ê. ~x0 �ðåãóëÿðíàÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî,
íàòÿãèâàþùååñÿ íà ýòè âåêòîðà.

Ñëåäñòâèå 4.12.14.1 (Ìåòîä Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ îïóñêàíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà).

. M , çàäàíî φ1 = φ2 = . . . = φm = 0, f �íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, f : Rn → R. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà H � îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: H = f + λ1 · φ1 + λ2 · φ2 + . . . + λm · φm; òîãäà íàïèøåì óñëîâèå, ÷òî òàêèå x0:





∂H
∂xi

(x) = 0, i=1, 2, ..., n;
φ1(x) = 0;
...
φm(x) = 0.

.

Ñèñòåìà ýëåìåíòàðíûõ m + n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà n + m íåèçâåñòíûõ.

Ïðèìåð 4.12.14.2 (Òðèâèàëüíûé).
. f, x · y; φ = x + y − p; H = x · y + λ · (x + y − p);





∂H
∂x = y + λ = 0;
∂H
∂y = x + λ = 0;
x + y = p.

⇒





y = −λ;
x = −λ;
2 · λ = p.

⇒ λ = −p

2
.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.



Ãëàâà 5

Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïóñòü f : [a, b]×U → R, U ⊆ Rn, îáîçíà÷èì: f~α(x, ~α), ãäå (x, ~α) ∈ [a, b]×U, Òåì ñàìûì çàäàíà ôóíêöèÿ f~α : [a, b] →
R, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà ~α ∈ U ⊆ Rn.

ÎÏÐ 5.1 (ðàâíîìåðíîãî ñòðåìëåíèÿ).
Ïóñòü ~α → ~α0 â Rn (ò.å. ‖~α− ~α0‖n → 0), òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, ~α)� ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ

ê ôóíêöèè f(x, ~α0) íà èíòåðâàëå [a, b], åñëè ∀ε > 0: ∃δ > 0 ‖~α− ~α0‖n < δ ⇒ ‖f(x, ~α)− f(x, ~α0)‖n < ε− ∀x ∈ [a, b].
Îáîçíà÷èì f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) íà [a, b]. Ââåä¼ì M(~α) = sup

x∈[a,b]

|f(x, ~α)− f(x, ~α0)|, òîãäà f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) íà [a, b]

⇔ lim
~α→~α0

M(~α) = 0.

ÎÏÐ 5.2 (èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà).
Èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà F (~α) =

∫ b

a
f(x, ~α) dx.

Ëåììà 5.3 (Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä).

. Ïóñòü
f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0) íà [a, b].

. Òîãäà

lim
~α→~α0

F (~α) = lim
~α→~α0

∫ b

a
f(x, ~α) dx =

∫ b

a
lim

~α→~α0

f(x, ~α) dx =
∫ b

a
f(x, ~α0) dx = F (~α0).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, ε1 =
ε

b− a
. Ðàññìîòðèì |F (~α) − F (~α0)| = | ∫ b

a
f(x, ~α) dx − ∫ b

a
f(x, ~α0) dx| =(ñâîéñòâà èíòåãðàëà)

| ∫ b

a
f(x, ~α)− f(x, ~α0) dx| 6 ∫ b

a
|f(x, ~α)− f(x, ~α0)| dx.

◦ Âûáåðåì δ > 0 ‖~α − ~α0‖n < δ ⇒ |f(x, ~α) − f(x, ~α0)| < ε1 − ∀x ∈ [a, b], òîãäà
∫ b

a
|f(x, ~α)− f(x, ~α0)| dx 6

6
∫ b

a
ε1 dx = ε1 · (b− a) = ε ⇒ |F (~α)− F (~α0)| < ε ⇒ lim

~α→~α0

F (~α) ⇒ F (~α0).

Ñëåäñòâèå 5.3.1 (Ñëó÷àé íåïðåðûâíîñòè).

. Ïóñòü
F (x, ~α)�íåïðåðûâíà, êàê ôóíêöèÿ n + 1 ïåðåìåííîé íà ìíîæåñòâå [a, b]× U, ãäå U � îòêðûòî â Rn.

. Òîãäà

F (~α) =
∫ b

a
f(x, ~α) dx�ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â U ⊆ Rn.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ~α0 ∈ U, òîãäà ∃Bε(~α0) ∈ U ⇒ ∃In ⊂ Bε(~α0)� çàìêíóòîå â Rn, òîãäà [a, b]× In = In+1 � îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî⇒ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïîëíîå) In+1 �êîìïàêòíî⇒ f(x, ~α)�íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå ⇒ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) ⇒ åñëè (x, ~α) → (x, ~α0), òî f(x, ~α) ⇒ f(x, ~α0), à
â ñèëó ëåììû: F (~α) → F (~α0), à ýòî íåïðåðûâíîñòü, ò.ê. ~α0 âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, îòñþäà ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü F (~α) â U .
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5.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà
Òåîðåìà 5.4.1 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè òàêîãî èíòåãðàëà).

. Ïóñòü

f : [a, b]×U → R, ãäå U ⊆ R; ~α0 ∈ U è ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂~α
(x, ~α0), ïðè÷¼ì

∂f

∂~α
(x, ~α)�íåïðåðûâíà

â îêðåñòíîñòè òî÷êè ~α0.

. Òîãäà

Åñëè F (~α) =
∫ b

a
f(x, ~α) dx, òî F (~α)�äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ~α0, ïðè÷¼ì

∂F

∂~α
(~α0) =

∫ b

a

∂f

∂~α
(x, ~α0) dx.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì

F (~α)− F (~α0)
~α− ~α0

=
1

~α− ~α0
·
∫ b

a

f(x, ~α)− f(x, ~α0) dx =
∫ b

a

f(x, ~α)− f(x, ~α0)
~α− ~α0

dx,

íî
lim

~α→~α0

f(x, ~α)− f(x, ~α0)
~α− ~α0

=
∂f

∂~α
(x, ~α), ò.ê. ∂f

∂~α
(x, ~α)

�íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ~α0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(x, ~α)− f(x, ~α0)
~α− ~α0

⇒ ∂f

∂~α
(x, ~α0)(äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäíûõ íà [a, b]) ⇒

⇒(â ñèëó ñëåäñòâèÿ ê ëåììå) ∃ lim
~α→~α0

F (~α)− F (~α0)
~α− ~α0

def
=

∂F

∂~α
(~α0).

Ïðèìåð 5.4.1.1 (Âçÿòèÿ èíòåãðàëà).

. I(t) =
∫ π/2

0
ln (t2 − sin2 x) dx, t > 1� ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè íå áåð¼òñÿ. Çàìåòèì: ln (t2 − sin2 x)�íåïðåðûâíà

íà t > 1− ∀x,
∂

∂t
ln (t2 − sin2 x) =

2 · t
t2 − sin2 x

� îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà.

I ′(t) =
∫ π/2

0

2 · t
t2 − sin2 x

dx =
π√

t2 − 1
⇒ I(t) =

∫
I ′(t) = π · ln (t +

√
t2 + 1) + C, I(∞) = 0 → C = π · ln 1

2
.

Ïóñòü (F) F (α) =
∫ b(α)

a(α)
f(x, α) dx.

Òåîðåìà 5.4.2 (Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîäíîé).

. Ïóñòü
F (~α)� îïðåäåëåíà êàê (F) , a(~α) è b(~α)�íåïðåðûâíû è a′(~α0) ñ b′(~α0)� îïðåäåëåíû â òî÷êå ~α0.

. Òîãäà

dF

d~α
(~α0) =

∫ b(~α)

a(~α)

∂f

∂x
(x, ~α0) dx + b′(~α) · f(b(~α), ~α0)− a′(~α0) · f(a(~α0), ~α0).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì

F (~α)− F (~α0)
~α− ~α0

=
1

~α− ~α0
·
(∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) dx−
∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α0) dx

)
=

∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α)− f(x, ~α0)
~α− ~α0

+
1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) dx− 1
~α− ~α0

·
∫ b(~α0)

a(~α)

f(x, ~α) dx.

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå � â ñèëó òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè: åãî ïðåäåë, ïðè ~α → ~α0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí
1

~α−~α0
· ∫ b(~α0)

a(~α)
f(x, ~α0) dx. Ðàññìîòðèì

∣∣∣∣∣
1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) dx− b(~α)− b(~α0)
~α− ~α0

· f(b(~α0), ~α0)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
1

~α− ~α0
·
∫ b(~α)

a(~α)

f(x, ~α) dx− 1
~α− ~α0

·
∫ b(~α)

b(~α0)

f(b(~α0), ~α0) dx

∣∣∣∣∣ ,

íî |f(x, ~α)− f(b(~α0), ~α0) < ε, åñëè |~α− ~α0| < δ � ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè f è b(~α), çíà÷èò

6 1
|~α− ~α0| ·

∣∣∣∣∣
∫ b(~α)

b(~α0)

ε dx

∣∣∣∣∣ = ε ·
∣∣∣∣
b(~α)− b(~α0)

~α− ga0

∣∣∣∣ ,

íî ò.ê. b�äèôôåðåíöèðóåìà â ~α0, òî
∣∣∣ b(~α)−b(~α0)

~α−ga0

∣∣∣ < M, çíà÷èò âûðàæåíèå 6 ε ·M.

◦ Çàêëþ÷åíèå
lim

~α→~α0

b(~α)− b(~α0)
~α− ~α0

· f(b(~α0), ~α0) = b′(~α0) · f(b(~α0), ~α0).

Ïðèìåð 5.4.2.1 (Òèïè÷íûå ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû).

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x) =
∫ b

a
|x− y| · v(y) dy, v(y)�íåïðåðûâíà íà [a, b]. ×åìó ðàâíî d2F

dx2 � ? (çàìåòèì, ÷òî
|x− y| â x = y �íå äèôôåðåíöèðóåìà).

. Åñëè x 6∈ [a, b], òî d2F
dx2 = 0.

. Åñëè a < x < b, òî

F (x) =
∫ x

a

|x− y| · v(y) dy +
∫ b

x

|x− y| · v(y) dy =
∫ x

a

(x− y) · v(y) dy −
∫ b

x

(x− y) · v(y) dy.

F ′(x) =
∫ x

a

v(y) dy + 1 · (x− y) · v(y)|y=x + 0−
∫ b

x

v(y) dy − 1 · (x− y) · v(y)|y=x =
∫ x

a

v(y) dy −
∫ b

x

v(y) dy;

F ′′(x) = x′ · v(y) + 1 · v(x) = 2 · v(x).

5.5 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó
Òåîðåìà 5.5.1 (Îá èíòåãðèðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó).

. Ïóñòü
f(x, y)�íåïðåðûâíà ìíîæåñòâå [a, b]× [c, d] ⊂ R2.

. Òîãäà

Ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà: Φ(y) =
∫ b

a
f(x, y) dx è ôóíêöèÿ F (x) =∫ d

c
f(x, y) dy; òîãäà èìååò ìåñòî:

∫ d

c
Φ(y) dy =

∫ b

a
F (x) dx.

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dy dx

�íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü Φ(y) =
∫ b

a
f(x, y) dx, ðàññìîòðèì ôóíêöèè h(x, t) =

∫ t

c
f(x, y) dy, φ(t) =

∫ t

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy è ψ(t) =∫ b

a

∫ t

c
f(x, y) dy dx, ãäå t ∈ [c, d]. Çàìåòèì, ÷òî φ(c) = 0 è ψ(c) = 0.

◦ Ðàññìîòðèì

dφ

dt
=

∫ b

a

f(x, t) dx;
dψ

dt
=

∫ b

a

(
d

dt

∫ t

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

(f(x, t)) dx =
dφ

dt
−∀t ∈ [c, d] ⇒ φ(t)−ψ(t) = const,

íî ïðè t = c : const = 0 ⇒ φ(t) = ψ(t).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Ïðèìåð 5.5.1.1 (Òèïè÷íûé).

. Ïóñòü β > 0, α > 0, β > α, ðàññìîòðèì
∫ 1

0

xβ − xα

ln x
dx.

. Ïóñòü f(x, y) = xy íà [0, 1]× [α, β]. Ðàññìîòðèì:
∫ 1

0

(∫ β

α

xy dy

)
dx =

∫ 1

0

(
xy

ln x

∣∣∣∣
β

α

)
dx =

∫ 1

0

xβ − xα

ln x
dx =

∫ β

α

(∫ 1

0

xy dx

)
dy =

=
∫ β

α

xy+1

y + 1

∣∣∣∣
1

0

dy =
∫ β

α

dy

y + 1
= ln |y + 1|

∣∣∣
β

α
= ln

∣∣∣∣
1 + β

1 + α

∣∣∣∣.

5.6 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà
Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà:

∫ w

a

f(x, ~α) dx = lim
p→w

∫ p

a

f(x, ~α) dx; F (~α) =
∫ w

a

f(x, ~α) dx (F) , ~α ∈ [a, b].

ÎÏÐ 5.6.1 (ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (F) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b], åñëè ∀ε > 0: ∃B ∈ R ∀p > B èìååò ìåñòî:

∣∣∣∣
∫ w

p

f(x, ~α) dx

∣∣∣∣ < ε− ∀~α ∈ [a, b].

Òåîðåìà 5.6.2 (Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà).

. Åñëè f(x, ~α)�ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a, w)×[c, d] è (F) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d], òî F (~α)�
íåïðåðûâíà íà [c, d]

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0�ïðîèçâîëüíàÿ, òîãäà, â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (F) � ∃p ∀~α ∈ [c, d] :
∣∣∣
∫ w

p
f(x, ~α) dx

∣∣∣ <

< ε. Ðàññìîòðèì G(~α, p) =
∫ p

a
f(x, ~α) dx íà [a, p] × [c, d] : f(x, ~α)�íåïðåðûâíà, (ò.ê. íà [a, w) íåïðåðûâíà) ⇒

ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè äëÿ îáû÷íûõ èíòåãðàëîâ: G(~α, p)�íåïðåðûâíà ïî ~α. Îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç
G(~α, w) =

∫ w

a
f(x, ~α) dx� ñóùåñòâóåò.

◦ Ðàññìîòðèì |G(~α,w) − G(~α, p)| =
∣∣∫ w

a
f(x, ~α) dx− ∫ p

a
f(x, ~α) dx

∣∣ =
∣∣∣
∫ w

p
f(x, ~α) dx

∣∣∣ < ε − ∀~α ∈ [c, d] ⇒
|G(~α,w)−G(~α, p)| < ε ⇒ G(~α, p) ⇒ G(~α, w), ïðè p → w, ò.ê. ïî òåîðåìå î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
G(~α, w)�íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 5.6.3 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà).

. Ïóñòü

F (~α) =
w∫
a

f(x, ~α) dx,

. Òîãäà

Åñëè
∂f

∂~α
�ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,w)×[c, d] è (F) �ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d], òî

∂f

∂~α
=

w∫
a

∂f

∂~α
(x, ~α) dx−

∀~α ∈ [c, d].

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ε > 0, p� âçÿòî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (F) . Ðàññìîòðèì f(~α, p) =
∫ p

a
f(x, ~α) dx�

äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íà ìíîæåñòâå [a, p]× [c, d].

◦ Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∂f

∂~α
(~α, p) =

p∫
a

∂f

∂~α
(x, ~α) dx, ò.ê.

∂f

∂~α
�ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðå-

ìå:
∂f

∂~α
(~α, p) ⇒ ∂f

∂~α
(~α,w) =

∫ w

a

∂f

∂~α
(x, ~α) dx

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.
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Òåîðåìà 5.6.4 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

. Ïóñòü

◦ F (~α) =
∫ w

~α
f(x, ~α) dx, ãäå ~α ∈ [c, d].

◦ Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h(x) ∈ [a,w) |f(x, ~α)| < h(x)− ∀~α ∈ [c, d] è
∫ w

a
h(x) dx� ñõîäèòñÿ.

. Òîãäà
∫ w

a
f(x, ~α) dx� ñõîäèòñÿ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Î÷åâèäíî. :)

5.7 Ýéëåðîâû èíòåãðàëû (Ãàììà- è Áåòà-ôóíêöèè)
ÎÏÐ 5.7.1 (Ýéëåðîâûõ èíòåãðàëîâ).

1. Ãàììà-ôóêíöèÿ: ~γ(x)
def
=

∫∞
0

e−t · tx−1 dt, ãäå x > 0;

2. Áåòà-ôóíêöèÿ: B(x, y)
def
=

∫ 1

0
tx−1 · (1− t)y−1 dt.

ÓÒÂ 5.7.2 (Ñâÿçü ìåæäó Ãàììà- è Áåòà-ôóíêöèÿìè).

. B(x, y) =
~γ(x) · ~γ(y)
~γ(x + y)

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 5.7.3 (Ñâîéñòâà Ãàììà-ôóíêöèé).

. 1. Ãàììà-ôóíêöèÿ èìååò ñìûñë (îïðåäåëåíà) ∀x > 0;

2. ~γ(x) > 0− ∀x > 0;

3. ~γ(1) = 1;

4. ~γ(x + 1) = x · ~γ(x);

5. ~γ(n) = (n− 1)!;

6. Äîïóñòèìàÿ ôîðìóëà: ïóñòü 0 < x < 1, òîãäà ~γ(x) · ~γ(1− x) =
π

sin π · x.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

1.
∫∞
0

e−t · tx−1 dt =
∫ 1

0
e−t · tx−1 dt+

∫∞
1

e−t · tx−1 dt, ïóñòü 0 < α < 1, ðàññìîòðèì
∫ 1

α
e−t · tx−1 dt 6

∫ 1

α
tx−1 dt =

(1− αx)
x

<
1
x
⇒ ∃ lim

α→0

∫ 1

α
e−t · tx−1 dt; î÷åâèäíî, ÷òî ∃p > 0 ∀t > p : e−t · tx−1 <

1
t2
−∀x > 0,

∫∞
1

e−t · tx−1 dt 6
6

∫ p

1
e−t · tx−1 dt +

∫∞
p

e−t · tx−1 dt < ∞.

2. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî e−t · tx−1 > 0.

3. Ò.ê. ~γ(1) =
∫∞
1

e−t dt = 1.

4. Ïóñòü 0 < α < p < ∞, ðàññìîòðèì
∫ β

α
e−t · tx dt = −e−t · tx|βα +

∫ β

α
e−t · x · tx−1 dt, ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó, ïðè

α → 0, à ïîòîì, ïðè β →∞ : ~γ(x + 1) = 0 + x · ~γ(x).

5. ~γ(1) = 1 = (1− 1)!, ~γ(2) = 1 · ~γ(1) = (2− 1)!, ~γ(3) = 2 · ~γ(2) = 2 · 1 · ~γ(1) = (3− 1)! . . . .

6. Î÷åâèäíî (íàâåðíîå).

Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åêîìó àíàëèçó.


